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1 Rola spekulacji teoretycznych w fizyce

Fizyka jest nauka empiryczng. Te prawde wbijano mi do glowy przez cate
dziecinstwo i mtodos¢, ostro przeciwstawiajac ,,postepowe” nauki doswiad-
czalne ,scholastycznym spekulacjom”, ktore jedynie hamowaly rozwoj cywi-
lizacji. Taka postawa filozoficzna nie jest nowa. Wyraziscie byta eksponowana
np. w dziele Sykstusa Empiryka napisanym okoto roku 200., a zatytutowanym
bardzo wymownie: ,,Przeciw Matematykom” (Ilpos pabnuartikovs).

A tymczasem u podstaw nowozytnej fizyki lezg mocno spekulatywne za-
sady dynamiki Galileusza-Newtona! Rzeczywiscie: czy kto$ z nas mial kiedy-
kolwiek do czynienia w potocznym doswiadczeniu z pojazdem, ktéry porusza
sie ruchem jednostajnym mimo, ze nie dziata nan zadna sita (bo np. wyczer-
pala sie benzyna)?

Nieraz wiec bywato tak, ze nauka rozwijata si¢ wiasnie dzigki czysto teore-
tycznym ,spekulacjom”, a przewidywane w ten sposob obiekty czy zjawiska
fizyczne musiaty potem dlugo jeszcze czekaé¢ na ,prawdziwe” — to znaczy
eksperymentalne — odkrycie, stanowigce ostateczne potwierdzenie shuszno-
$ci rozumowania, ktéore doprowadzito do ich pierwszego — teoretycznego —
odkrycia.

Tak si¢ zdarzyto np. przewidzianym przez Maxwella falom elektromagne-
tycznym. Pojawity sie one jako matematycznie konieczne rozwigzania réwnan



elektrodynamiki, gdy ich tworca poprawil réwnanie Ampera’a z czysto ,spe-
kulatywnych” powodow, wprowadzajac don tzw. prqgd przesuniecia, by stato
sie zados¢ prawu zachowania tadunku. Podnoszac to prawo do rangi podsta-
wowej zasady uniwersalnej Maxwell odkryl ,po raz pierwszy” fale radiowe,
bez ktérych trudno sobie wyobrazi¢ nasze wspotczesne zycie. A przeciez na
drugie — doswiadczalne — odkrycie musiaty potem czekaé jeszcze prawie 40
lat, kiedy to zostaly ,wprzegniete w stuzbe ludzkosci” przez Heinricha Hert-
za, Guglielmo Marconi’ego lub Aleksandra Popowa, w zaleznosci od tego w
jakim kraju i w jakim ustroju politycznym konczylismy szkoty.

Tak zwane ,czarne dziury”, podobnie zreszta jak fale grawitacyjne, sa
matematycznie konieczng konsekwencja nowoczesnej teorii grawitacji sformu-
towanej w 1915 roku przez Alberta Einsteina. Nie dysponujemy do tej pory
wynikami obserwacji, ktére w sposéb niewatpliwy dowodzityby ich istnienia
w Kosmosie, cho¢ mamy wiele po$rednich argumentéw za tym, by pewne
obiekty astronomiczne interpretowaé¢ wtasnie jako czarne dziury. Status epi-
stemiologiczny ,czarnych dziur” jest wiec obecnie analogiczny do statusu fal
radiowych w roku — powiedzmy - 1870.

2 Czy grawitacja da sie sprowadzi¢ do czystej
geometrii?

Historia einsteinowskiej teorii grawitacji, popularnie zwanej ,0gdlng teoria
wzglednosci” tez zaczela sie od czystej spekulacji. Wspaniale rozwinieta w
XIX-tym wieku mechanika nieba, oparta na teorii newtonowskiej, znakomicie
ttumaczyta obserwowane zjawiska astronomiczne i z czysto eksperymentalne-
go punktu widzenia nie byto zadnych powoddéw, by te teorie zmienia¢. Tym-
czasem jednak w 1905 roku Einstein zaproponowal nowa teori¢ ruchu i nowy
opis pola elektromagnetycznego. Chodzito o to, by wyttumaczy¢ m. in. za-
obserwowany fakt niezaleznosci predkosci swiatta od predkosci mierzacego
ja obserwatora. Ta nowa teoria, zwana ,szczegdlng teoria wzglednosci”, od-
niosta ogromny sukces, dostarczajac znakomitego narzedzia do opisu zjawisk
fizycznych polegajacych na oddzialywaniu elektromagnetycznym — i to opi-
su zgodnego z doswiadczeniem Michelsona-Morley’a. Poniewaz miata ona
charakter uniwersalnej teorii czasu i przestrzeni, wielki mysliciel jakim byt
Einstein sprobowat teraz opisa¢ sity grawitacyjne w swoim nowym, cztero-
wymiarowym, ,relatywistycznym” formalizmie. Okazato sie to niemozliwe, a



w kazdym razie nie byto na to zadnej prostej i naturalnej recepty. Po kil-
ku latach rozmyslan Einstein doszedl do wniosku, ze trajektorie swobodnie
spadajacych cial (to znaczy cial poddanych jedynie dzialaniu sit grawitacyj-
nych) sa po prostu ,najbardziej prostymi ze wszystkich mozliwych” liniami
w (prawdopodobnie) krzywej czasoprzestrzeni. Punktem wyjscia do tej hipo-
tezy byta powszechnie obserwowana réwnos$¢ masy inercjalnej i masy grawi-
tacyjnej réznych ciat — poczawszy od skali przystowiowego newtonowskiego
jabtka, do skali obserwowanych cial niebieskich. Latwo zrozumie¢ o co chodzi,
przygladajac sie np. rownaniu Newtona opisujacemu ruch ciata o masie m i
tadunku elektrycznym e, poruszajacego si¢ pod wptywem pola elektrycznego
E:

md = ek . (1)

Ciala o réwnych masach ale roznych tadunkach poruszaja sie zupelnie inaczej!
Tymczasem dla sit grawitacyjnych analogiczne rownanie Newtona wyglada
nastepujaco:

ma = mG | (2)

gdzie przez G oznaczytem  pole sit grawitacyjnych” (réwne np. gradiento-
wi potencjatu grawitacyjnego z ujemnym znakiem). Wystepujacy po lewej
stronie czynnik m mierzy bezwladnos¢ ciata — podobnie jak to miato miejsce
w przypadku réwnania (1). Natomiast wystepujaca po prawej stronie wiel-
kos¢ m odgrywa role tadunku grawitacyjnego” i mierzy ,wrazliwos¢ ciata”
na oddziatywanie pola grawitacyjnego. Z punktu widzenia teorii Newtona
to m po prawej stronie mogtoby by¢ rézne od tego m po lewej stronie i nie
prowadzitoby to do zadnych komplikacji filozoficznych. Tymczasem jednak
wszelkie pomiary (poczawszy od Galileusza, rzucajacego pono¢ rézne przed-
mioty z wysokosci Krzywej Wiezy w Pizie) pokazuja, ze obie masy sa sobie
zawsze rowne. Oznacza to, ze réwnanie (2) mozna uprosci¢ przez m. Wobec
tego trajektorie ciat spadajacych swobodnie sg takie same dla réznych ciat.
Jabtko powinno poruszaé sie po takiej samej orbicie okotostonecznej co pla-
neta. Powinnismy zatem traktowac te orbite jako jaka$ uniwersalng wtasnosé
geometryczng czasoprzestrzeni w ktoérej ,zyje” pole grawitacyjne é, nieza-
lezna od tego, jakim cialem (jabtkiem czy planeta) postugujemy sie w celu
jej zbadania. O jaka wtasno$¢ moze tutaj chodzi¢?

Einstein znalazt odpowiedz w powstatej wezesniej geometrii nie-euklide-
sowej i zaproponowal, by odej$¢ od obrazu czasoprzestrzeni jako obiektu
yidealnie ptaskiego”, do ktorego stosuja sie pojecia geometrii euklidesowej,
znane nam z kursu szkolnego, na przyktad takie jak mozliwos¢ absolutnego,
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niezaleznego od drogi, transportu réwnolegltego wektoréw na dowolne odle-
glosci. To, co w matej skali jest banalnie proste: nalezy przytozy¢ ekierke do
linijki i przesunaé ja do zadanego punktu, w wielkiej skali jest — by¢ moze
— niewykonalne. Czasoprzestrzen w ktérej zyjemy jest prawdopodobnie za-
krzywiona, a ciata spadajace swobodnie poruszaja sie po liniach ,najbardziej
prostych z mozliwych”. Do linii tych nie stosujg sie¢ twierdzenia geometrii
euklidesowej, jak np. aksjomat Euklidesa o prostych réwnolegtych, czy tez
twierdzenie o sumie katow w trojkacie. Grawitacja to po prostu odstepstwo
geometrii czasoprzestrzennej od ,ptaskosci”. W dalszym ciggu tego wyktadu
pokaze jak najprosciej mozna opisac taka strukture.

3 Co to sglinie ,,proste” w krzywej przestrze-
ni?

Najwczesniej poznang ,krzywa przestrzenig”, dla ktérej opis oparty na geo-
metrii euklidesowej przestal wystarczaé, byta powierzchnia globu ziemskiego
w dobie wielkich odkrywcéw geograficznych. Zeglujac po oceanie najtatwiej
jest trzymac sie tzw. loksodromy, tzn. linii przecinajacej siatke geograficznag
ztozona z potudnikéw i réwnoleznikow pod stalym katem. W takiej zeglu-
dze sternik musi po prostu trzymac ciagle ten sam kurs kompasowy. We
wspOlrzednych geograficznych (6, ¢) rownanie takiej trajektorii ruchu wygla-
da rzeczywiscie tak, jak wyrazone we wspotrzednych kartezjanskich rownanie
linii prostej na ptaszczyznie:

0(t) = 6y + at , p(t) = o + bt , (3)

gdzie t jest jakimkolwiek parametrem afinicznym (na przyktad czasem, gdy
statek ptynie ze stala predkoscia). Mozna te réwnania zapisa¢ réwnowaznie
w postaci warunku na znikanie drugich pochodnych obu funkcji:

0(t) =0, p(t) =0, (4)
co gwarantuje liniowg zaleznos¢ obu funkcji od parametru.
Nazwa loksodroma pochodzi od greckich stéow loksos” — ukosny, oraz

,droma” — linia prosta. Ale, pozal sie Boze, c6z to za prostal W zegludze
po morzu Baltyckim moze by¢ nawet przydatna, ale wystarczy popatrze¢ na
globus by zauwazy¢, ze zegluga po loksodromie z Plymouth do Nowego Yorku
to ogromna strata czasu! A w poblizu biegunéw loksodroma coraz bardziej
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Rysunek 1: Rzut siatki geograficznej na ptaszczyzne styczna do kuli.

zbliza sie do spirali Archimedesa i poruszanie sie po niej przypominaloby
raczej taniec Sw. Wita niz jakiekolwiek sensowne zmierzanie do celu.

Gdyby na globusie naciggnaé¢ gumke umocowana na koncach w dwoéch
miastach lezacych po réznych stronach oceanu, to wyznaczytaby ona zupetnie
inng trase, zwana ,ortodroma”, czyli linia prosta. Jest to odcinek wielkiego
kota na kuli i czujemy instynktownie, ze wyznacza najkrotsza droge miedzy
punktem startu a punktem docelowym.

Wyznaczanie ortodromy to najbardziej typowe zadanie, jakie rozwiazuja
studenci wydziatu nawigacji w szkole morskiej. Trzeba si¢ tu wyzby¢ nostal-
gii za funkcjami linjowymi typu (3), bowiem réwnanie rézniczkowe opisujace
ortodrome wzgledem wspéhrzednych geograficznych (6, ) jest duzo bardziej
skomplikowane niz warunek (4) na znikanie ,przy$pieszenia”, tzn. drugich
pochodnych. Aby je tutaj wyprowadzi¢ zauwazmy, ze w kazdym punkcie glo-
bu (6o, po) mozna wybraé takie lokalne wspotrzedne (x,y), zeby przynajmniej
w tym jednym punkcie rbwnanie ortodromy wygladato tak jak (4):

it)=0,  §t)=0. (5)

W tym celu rozwazymy plaszczyzne styczna do globusa w naszym ,miejscu



postoju” (0, o) — niech bedzie to na przyktad kartka papieru. Jak to widaé
na rysunku 1., rzut siatki geograficznej z globusa na nasza kartke daje wysoce
nie-prostoliniowy uktad wspoétrzednych. Gdyby nasze miejsce postoju znaj-
dowato sie na ladzie, to siatka ta zupetnie nie nadawata by sie jako lokalna
mapa do celéw geodezyjnych, takich jak: wytyczanie sieci réwnolegtych ulic
czy obrysow dziatek w naszej miejscowosci.

Do tych celéw najlepiej uzywacé siatki wspotrzednych kartezjanskich na
kartce. Gdy zrzutujemy je (przy pomocy rzutu prostopadtego) z naszej kart-
ki papieru na globus, otrzymamy wtasnie lokalnie najlepsze, ,wyprostowa-
ne” wspoélrzedne. Wybierzmy na przyktad o§ X w kierunku wschodnim zas
08 Y — prostopadle, w kierunku potnocnym, przy czym, dla prostoty rachun-
kéw, niech obie beda zaczepione wlasnie w naszym ,miejscu postoju” (6, o)
(zob. rys. 2.). Odrobina znajomosci trygonometrii pozwoli nam stwierdzié¢, ze
zalezno$¢ miedzy wspotrzednymi geograficznymi a naszymi ,lokalnie prosto-
liniowymi” wspétrzednymi (z,y), skopiowanymi z ptaskiej kartki, wyraza sie
nastepujacymi wzorami:

0 = 0y —y+ Ax® + czlony wyzszego rzedu , (6)
¢ = o+ (14 By) + czlony wyzszego rzedu . (7)

Pozwolitem sobie na pewna nonszalancje w zapisie powyzszych wzorow,
bowiem chce zwrédci¢ uwage na jego strukture, a do tego ani wartosé¢ statych
A1 B, ani szczegdtowa informacja o cztonach rzedu wyzszego niz kwadra-
towy, nie jest potrzebna. Otéz cztony rzedu zerowego zostaly wprowadzone
tylko po to, by odpowiednio ,scentrowac¢” nasze wspotrzedne, tzn. by zero
uktadu (z,y) przypadato wlasnie w punkcie (6o, o). Wybdr ten jest nie-
istotny z punktu widzenia naszego celu, jakim jest ,wyprostowanie” réwna-
nia ortodromy do najprostszej postaci (5). Cztony rzedu pierwszego zostaly
wybrane tak, by osie X i Y byly odpowiednio skierowane. Znak ,minus”
przed zmienna y w pierwszym réwnaniu pochodzi stad, ze jako matematyk
licze ,szerokos¢ geograficzng” 6 od bieguna péinocnego w doét, na potudnie.
Tymczasem jako nawigator wole liczy¢ wspotrzedna y na mapie w gore, na
potnoc. Ale to réwniez jest zupelnie nieistotne z punktu widzenia naszego ce-
lu: dowolna transformacja liniowa wspoltrzednych (z,y) bedzie réwnie dobra.
Takze cztony wyzszego rzedu sa nieistotne, bowiem w punkcie (x,y) = (0,0)
nie dajg wktadu do réwnania (5). To co istotne, to czltony kwadratowe, repre-
zentowane tutaj przez dwie stale: A i B. Odrobina znajomosci trygonometrii
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Rysunek 2: Wspotrzedne geograficzne a lokalne wspotrzedne ,,prostoliniowe”.

wystarczy, by sie przekonad, ze ich wartos¢ wynosi:
1
A= isinﬁocosﬁg , B=ctgb, . (8)

Gdyby$my mieli osiasé na stale w miejscowosci (0o, o), to juz nigdy inna
mapa nie bytaby nam potrzebna: ta jest najlepsza ze wszystkich mozliwych.
Jedli jednak punkt (g, po) znajduje sie na oceanie a my jesteSmy nawiga-
torami w podrézy, to niestety nasza doskonata (w otoczniu punktu (6y, ¢o))
mapa wkrotce sie zdezaktualizuje i trzeba byltoby ja szybko wymieni¢ na inna,
dostosowang do innego punktu. No ale nie mozemy wozi¢ ze soba tak ogrom-
nej ilosci map: po jednej dla kazdego malego otoczenia kolejno mijanych
punktow globu! Przeprosmy sie zatem z bardziej globalnymi wspétrzedny-
mi geograficznymi i przeliczmy réwnanie ortodromy (5) (oznaczonej kolorem
czerwonym na rys. 2.) do tych wspétrzednych. Rézniczkujac stronami wzory
(6) i (7) otrzymujemy:

0 = —y+2Axi, (9)
0 = —ij+2Aii+ 2Axi (10)
% * + Bxy + By , (11)
¢ = i+ 2Biy+ Bxij+ Biy . (12)
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Ale w zmiennych ,,wyprostowanych” réwnanie ortodromy to znikanie drugich
pochodnych (5). Zatem w naszym punkcie postoju (z,y) = (0,0) réwnanie
ortodromy wyglada nastepujaco:

0 = 24ii=2Ap%,
¢ = 2Biy=—2B¢b ,

(uwzgledniono zwiazki: = —g oraz ¢ = &, wynikajace z (9) i (11)). Po wsta-
wieniu wartosci statych (8) otrzymujemy nastepujace réwnanie ortodromy:

0 = ¢’sinfcosh (13)
¢ = —2¢0ctgh (14)

obowiazujace juz uniwersalnie, w kazdym punkcie (6, ¢), tzn. na catym globie.

Powyzsze, prosciutkie opowiadanie mozna teraz sformalizowaé¢ w posta-
ci nastepujacej ,wyliczanki” istotnych z naszego punktu widzenia wtasnosci,
jakie wykorzystaliSmy do stworzenia wygodnego modelu matematycznego po-
wierzchni globu ziemskiego M jako tzw. przestrzeni ze struktura powigzania.
Przestrzen ta moze by¢ krzywa, ale lokalnie przypomina przestrzen afiniczng,
w ktorej jest dobrze okreslone pojecie linii prostej. Oto te wlasnosci:

e Przestrzen M jest rozmaitoscia rézniczkowalna. Oznacza to, ze lokal-
nie mozna parametryzowa¢ punkty zbioru M uktadem wspoéirzednych
(2%) = (2, 22,...,2"), gdzie liczba naturalna n nazywa sie wymiarem
przestrzeni (dla powierzchni globu ziemskiego byto n = 2, ale to nie ma
zadnego znaczenia). Jesli (y*), a = 1,. .., n; jest innym uktadem wspot-
rzednych (mapa), to (tam gdzie to mozliwe) transformacja y® = y®(a*)
jest odpowiednio gladka (np. rézniczkowalna klasy C').

e W kazdym punkcie m € M mozna wprowadzi¢ relacje réwnowaznosci
~m, miedzy uktadami wspétrzednych wokét m. Powiemy mianowicie,
ze uktady (z*) oraz (y*) sa réwnowazne w m jesli ich wzajemne drugie
pochodne znikaja w tym punkcie:

(1)~ () = (o) =0) -

Latwo sprawdzié, ze jest to rzeczywiscie relacja rownowaznosci (zwrot-
na, symetryczne, przechodnia). Zatem zbiér wszystkich map wokét m
rozpada sie na (wzajemnie roztaczne) klasy réwnowaznosci.
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e W kazdym punkcie m jest wyrdzniona pewna klasa réwnowaznosci
L., ktora nazwiemy ,lokalnym uktadem prostoliniowym” lub tez — ze-
by podkresli¢ inspiracje fizyczna — ,lokalnym ukitadem inercjalnym”.
Wspétrzedne odpowiadajace mapie nalezacej do tej klasy bedziemy na-
zywali ,lokalnie prostoliniowymi” albo ,lokalnie inercjalnymi” w punk-
cie m. Zaktadamy, ze 7, zalezy gtadko (rézniczkowalnie) od punktu m.
Na razie nie bede precyzowal co to oznacza, ale w dalszym ciggu wy-
ktadu stanie si¢ to jasne.

e Sparametryzowana linie w M bedziemy nazywali ortodroma (czy moze
nawet — naduzywajac nieco terminologii — linig ,prosta”, a w kazdym
razie ,najprostsza z mozliwych”) jesli w kazdym punkcie M spelnia
ona warunek

§*(m) =0, (15)

gdy jako wspotrzedne wezmiemy dowolne wspotrzedne lokalnie inercjal-
ne w m, tzn. nalezace do klasy Z,,.

e Wspoétrzedne inercjalne w jednym punkcie wcale nie musza by¢ inercjal-
ne w punktach sasiednich. Gdyby jednak istnial uktad wspéitrzednych
globalnie inercjalny, to taka przestrzen nazwaliby$my plaskq.

Gdyby$my mieli zamieszka¢ na state w miejscowosci m i badac¢ jedynie
ruchy przejezdzajacych przez nig pojazdow, to nie warto bytoby uzywaé in-
nych uktadow wspotrzednych, jak tylko inercjalne w punkcie m. Jesli jednak
interesuja nas zjawiska zachodzace daleko od nas, jesli chcemy badac¢ ruchy
odleglych planet, komet, czy moze nawet gwiazd albo galaktyk, to — po-
dobnie jak to miato miejsce w przypadku nawigacji po ziemskim globie —
zmuszeni bedziemy uzywac¢ uktadéw nie-inercjalnych, ale za to opisujacych
duzo wieksze obszary. Przeliczmy zatem réwnania ortodromy z uktadu iner-
cjalnego (y*) do jakiegokolwiek uktadu (x*). Prawo transformacji predkosci
z jednego uktadu do drugiego jest oczywiste:

. - aya .k 8ya .k
= E = : 1
Y = i P (16)

W ostatnim wyrazeniu opusciliSmy znak sumy, korzystajac z tak zwanej kon-
wencyi sumacyjnej Einsteina, ktora bardzo utatwia pisanie formut opisuja-
cych struktury geometrii rézniczkowej. Gtosi ona, ze powtérzony wskaznik



— w naszym przypadku ,k” — raz na dole, raz na gorze oznacza sumowa-
nie po wszystkich jego mozliwych wartosciach. Rozniczkujac jeszcze raz po
parametrze otrzymujemy nastepujgce réwnanie ortodromy wyrazone w nie-
inercjalnym uktadzie wspétrzednych (2*) (pamietamy o konwencji sumacyj-
nejl): )

a
OV it (17)

oy* .. .
&zk i+ Dkl
Powyzszy uktad n réwnan mozna przepisa¢ w rownowaznej postaci, jesli po-
dziatamy na obie strony macierza (0z"/9y?), odwrotng do macierzy (9y®/0x*)
(ich iloczyn daje macierz jednostkowa (d7)). W rezultacie otrzymamy naste-
pujace, uniwersalne rownanie ortodromy, bedace naturalnym uogélnieniem
réwnan nawigatora (13) oraz (14):

R Nl | (18)

0= =

Symbolem '}, oznaczylismy tutaj nastepujaca kombinacje pochodnych:
or" 82ya
oy® (m) - Oxkox! (m)

We wzorze tym (y*) sa dowolnymi wspdlrzednymi inercjalnymi w punkcie
m, w ktérym liczymy wartos¢ wspotczynnikow I'. Latwo widac¢, ze wynik nie
zalezy od wyboru uktadu wspoélrzednych (y®), byle tylko nalezaty do klasy
T - Wielkosci te charakteryzuja jednoznacznie uktad inercjalny Z,, wzgledem
naszych (dowolnych), ,roboczych” wspohrzednych (2%). Mozna zatem powie-
dzie¢, ze cala informacja o polu lokalnych uktadow inercjalnych jest zawarta
we ,wspolczynnikach powiazania” I'};. W szczego6lnosci: uktad jest inercjalny
w punkcie m jesli wspotezynniki te znikajg w tym punkcie:

(%) € Znn) = (Tfy(m) = 0) .

Fy(m) = (19)

Zaltozenie o ,gladkiej zaleznosci” klasy Z,, od punktu m oznacza teraz, ze
elementy tablicy I'};(m) sa odpowiednio gtadkimi funkcjami na przestrzeni
M.

To opowiadanie mozna ciggnaé¢ dalej: np. tatwo wyprowadzi¢ wzory na
transformacje obiektu I' miedzy dwoma dowolnymi (naogédt nie-inercjalnyms)
uktadami wspotrzednych. Zainteresowanych odsylam do obfitej literatury z
geometrii rozniczkowej. Ale gléwna wlasnosé przestrzeni z powiazaniem, to
istnienie pola lokalnych uktadéw inercjalnych, co pozwala na wyrdznienie
szczegblnych linii ,prostych”, dla ktorych | przys$pieszenie” — liczone w ukta-
dzie inercjalnym — znika.
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4 Grawitacja jako pole lokalnych uktad6éw in-
ercjalnych

I wtasnie taka struktura geometryczna czasoprzestrzeni odpowiada polu gra-
witacyjnemu wedtug Einsteina. Rownania ruchu ciata spadajacego swobod-
nie, to réwnania ortodromy (18) w czterowymiarowej czasoprzestrzeni, ktore
mozna przepisaé jako:
mi" = —mI'y, kit (20)
Interpretacje tradycyjna, gdzie prawa strona jest sita grawitacyjna dziataja-
ca na cialo o masie m, zgodnie z druga zasada Newtona, Einstein proponuje
zastapi¢ interpretacja geometryczng: prawa strona tylko dlatego nie znika,
ze do opisu ruchu uzylismy uktadu odniesienia, ktéry nie jest inercjalny! Si-
ly grawitacyjne dadza sie (lokalnie, w punkcie m) wyeliminowaé, jesli tylko
przej$¢ do uktadu inercjalnego w punkcie m. I nie jest to zadna science fic-
tion, lecz realna mozliwo$é¢. Sto lat temu polegata ona na zamknieciu sie w
swobodnie spadajacej windzie, gdzie (zanim nastapi katastrofa) znajdziemy
sie w stanie catkowitej niewazkosci: bedziemy mogli uwazac, ze sit grawitacyj-
nych nie ma! W dzisiejszych czasach stan niewazkosci stat sie powszechnym
do$wiadczeniem wielu ludzi: astronautéw i pracownikéw stacji kosmicznych.
Sity grawitacyjne uzyskaty zatem status ,sit pozornych” z mechaniki kla-
sycznej, takich jak sita odérodkowa czy Coriolisa. Sity te sa proporcjonalne
do masy ciala. Mozna je wyeliminowa¢ poprzez wybér odpowiedniego (iner-
cjalnego!) uktadu odniesienia. Mozliwo$¢ sprawdzenia, czy ,nasz uktad od-
niesienia” jest inercjalny ,wzgledem odleglych gwiazd” bardzo absorbowata
mysl Ernesta Macha, ktorego idee wywarty duzy wptyw na Einsteina, czemu
dat on wielokrotnie wyraz w swych pismach. Pasazer obracajacej sie karuzeli
— argumentowal Mach — jesli nie pozwoli¢ mu na obserwacje gwiazd, nie po-
trafi stwierdzi¢, czy dziatajace nan sity, to sity pozorne czy tez ,prawdziwe”
sity grawitacyjne. Ze wstydem wyznam, ze z wielkim trudem podazatem za
niektorymi myslami Macha, spisanymi w jezyku globalnych uktadow odnie-
sienia. Wydaje mi sie, ze cala sprawa staje sie niezwykle prosta i klarowna,
jesli zrezygnujemy z globalnych uktadéw odniesienia i cale rozwazania ogra-
niczymy do przytoczonej w niniejszym wyktadzie dyskusji lokalnej struktury
czasoprzestrzeni. W tej teorii dylemat Macha: dziataja na mnie sity pozorne
(odsrodkowa i Coriolisa) czy grawitacyjne, nie ma zadnego znaczenia. Nieza-
leznie od nazwy, sity te mogg zosta¢ wyeliminowane. Ale tylko wyeliminowane
lokalnie.
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5 Jak mierzy¢ krzywizne czasoprzestrzeni

Jesli w zwyktej, ptaskiej przestrzeni wybraé¢ krzywoliniowy uktad wspotrzed-
nych, to rownania linii prostych stana si¢ bardzo skomplikowane. Mozna sie
o tym tatwo przekonac, probujac napisa¢ np. rownanie prostej w uktadzie
wspotrzednych sferycznych, w poczciwej, znanej ze szkolnej ,stereometrii”,
tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wystapia wtedy wysoce nietrywial-
ne wspoétezynniki powiazania I'};. Czes¢ z nich — te mianowicie, ktére odpo-
wiadajg wspotrzednym katowym — pojawita si¢ juz zreszta w niniejszym arty-
kule pod postacia wspotezynnikéw (8). Pokazemy teraz w jaki sposéb odréz-
ni¢ taka sytuacje, gdy przestrzen jest naprawde prosta, a jedynie prezentuje
si¢ jakby byta krzywa, bowiem uzywamy skomplikowanego, krzywoliniowego
uktadu, od sutyacji, kiedy przestrzen jest naprawde krzywa. Rozpoczniemy
od ,wyprostowania” krzywych wspéhrzednych (%) w jednym punkcie m za
pomoca wzoru:

1 o
y* =k + §Tf] (m)x'x’ + poprawki trzeciego i wyzszych rzedow . (21)

Aby sie przekonaé, ze tak poprawione wspotrzedne () sg inercjalne w punk-
cie m wystarczy zauwazy¢, ze zachodzi réwnosé (19):

a2yk 8in a2ya
Ffj (m) =

 Oxi0xi (m) = dya (m) - 07107 (m) (22)

bowiem macierz pierwszych pochodnych jest macierza jednostkowa. Czy nie
datoby sie — do tej pory nieistotnych — poprawek wyzszych rzedéw dobraé
tak, by wyprostowaé te wspotrzedne nie tylko w samym punkcie, ale i wo-
kot niego? Na poczatku przynajmniej tak, by wyzerowa¢ w tym punkcie nie
tylko wspétezynniki powiazania (co juz sie stalo, jesli tylko przejdziemy do
zmiennych (y%)), ale rowniez ich pierwsze pochodne

Fgcd = adrgc :

W tym celu znéw zacznijmy poprawiac juz raz poprawione wspotrzedne, przy
czym istotne teraz beda poprawki wyzszego rzedu, bowiem dadza one wktad
do pochodnych. Ogoélna taka poprawka mogtaby wygladaé¢ nastepujaco:

~Qa a 1 a C 1 a C
gt =yt + §Pbcyby + ngcdyby y? . (23)
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Po to jednak, by cos naprawi¢, ale przy tym nie popsu¢ juz znikajacych wspot-
czynnikow 'y, musimy potozy¢ P = 0. Wtedy wspoétezynniki te zmienig sie
o drugie pochodne wyrazu trzeciego rzedu (czyli o cztony liniowe, znikajace
w zerze) natomiast ich pochodne zmienia sie o trzecie pochodne, czyli o czton
zerowego rzedu, wyznaczony przez tablice wspotczynnikow Qf.,;. Z symetrii
trzecich pochodnych wynika, ze bedzie to cze$é¢ caltkowicie symetryczna tej
tablicy. Ale gdyby Qf.,; zawierata cokolwiek poza ta czedcia symetryczna, to
owe ,cokolwiek” (np. czesé antysymetryczna w jakich$ dwu wskaznikach) i
tak nie da wkladu do poprawki (23). Aby zatem uprosci¢ nasze rachunki
mozemy od poczatku zalozy¢, ze tablica (QQf.,; jest calkowicie symetryczna:

gcd = Q?de) (24>
1 a a a a a a
= 6 {Qpea + Qeap + Qpe + Qe + Qo + Qbact - (25)

Wtedy pochodne wspotezynnikow powiazania I' w nowym uktadzie wspot-
rzednych zmienig sie po prostu o Q:

~gcd = Fgcd + Qgcd ) (26)

ktore sa catkowicie do naszej dyspozycji. Jak wida¢, potrafilibysmy w ten
sposob ,zabi¢” cala tablice pochodnych I'f,; jedynie wtedy, gdyby byla ona
catkowicie symetryczna: wystarczytoby potozy¢ Qf., = —I't,;. W ogélnym
przypadku, gdy I'f.; nie jest catkowicie symetryczna, zdotamy jedynie ,zabi¢”
jej czes¢ catkowicie symetryczng. Wynika stad, ze cata reszta, czyli to, co
zostaje po odjeciu czesci catkowicie symetryczne;j:

Kpea = Tpea — ((lbcd) ) (27>

nie zalezy juz od zadnych poprawek, tzn. jest pewng wielkoscig charakteryzu-
jaca badang geometrie, niezalezng od tego w jakim uktadzie wspotrzednych
(byle byt inercjalny!) dokonujemy obliczen. I rzeczywiscie, po dokonaniu po-
prawek (23) otrzymujemy:

KI():Lcd = cmd - 1—V(lbcd) = 1—‘ch + Qgcd - F((lbcd) - Q((lbcd) = Kl?cd ) (28>

na mocy rownania (24). Wielko$é¢ K nazywa sie tensorem krzywizny przestrze-
ni M. Gdy jest ona rézna od zera, to — jak wida¢ z definicji — nie ma szans
na istnienie globalnego uktadu inercjalnego, ktory ,zabitby” wspotczynniki
I' globalnie, bowiem zabitby on réowniez ich pochodne oraz, w szczegdlnosci,
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ich kombinacje (27). A zatem znikanie tensora krzywizny jest warunkiem ko-
niecznym na plaskos$¢ przestrzeni. Czy jest to rowniez warunek dostateczny?
Czy — po wyzerowaniu pierwszych pochodnych — bedziemy musieli zajaé sie
zerowaniem kolejnych i tak w nieskonczono$é?

Okazuje sie, ze nie bedzie to potrzebne, bowiem zerowanie sie tensora
krzywizny K w ,grubym” zbiorze pozwala juz skonstruowaé¢ wspotrzedne
globalnie inercjalne w tym zbiorze. A zatem znikanie K jest warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na ptaskos¢é. Tensor krzywizny mierzy rzeczywi-
Scie krzywizne, rozumiang jako niemoznos¢ skonstruowania globalnie inercjal-
nych wspotrzednych. A mistyfikacja polegajaca na zapisaniu wspotezynnikdw
powiazania ptlaskiej przestrzeni w krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych,
przez co beda one wygladaty bardzo skomplikowanie, zostanie natychmiast
odkryta gdy wyliczymy tensor krzywizny, bowiem mimo pozornie skompliko-
wanej postaci funkcji I'.,(m), ostateczny rezultat takich rachunkéw bedzie

a —

trywialny: K., = 0.

6 Materia powodem zakrzywienia czasoprze-
strzeni

W teorii grawitacji Einsteina pole grawitacyjne jest zatem polem lokalnych
uktadow inercjalnych, ktére mozna opisa¢ w ustalonym uktadzie wspotrzed-
nych jako pole zaleznych od punktu czasoprzestrzeni wspotczynnikow po-
wigzania ['f.(m). Ale czym zastapi¢ rownania pola, ktére w teorii Newtona
wygladaty nastepujaco:

- Ux

“= 2
gdzie p jest masa ciata bedacego Zrédtem pola (np. stonica w uktadzie pla-
netarnym), ¥ — wektorem wiodacym ciata probnego wzgledem Zrédta, zas
— stalg grawitacyjng. Gdy Zzrédiem pola nie jest masa punktowa ale ciagly
rozktad mas, opisany gestoscia p, to pole G jest superpozycja wktadow od
poszczegdlnych punktow. Latwo widaé, ze odpowiada to nastepujacym dwu
warunkom, ktore spekia to pole:

1. Pole G jest bezwirowe: rot G =0.

2. Spelnione jest rownanie wiazace rozbieznosé pola ze zrodtami, miano-
wicie div G = 4myp.
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Okazuje sie, ze w teorii Einsteina powyzsze warunki nalezy zastapi¢ na-
stepujacymi:

1. Warunek zgodnosci z reszta fizyki, opisang przez strukture metryczng
czasoprzestrzeni. Bowiem inne dzialty fizyki — np. elektrodynamika —
wykorzystuja pole tensora metrycznego gy, opisujace ,,odlegtosci” czte-
rowymiarowe miedzy réoznymi zdarzeniami przestrzennymi. Strukturg
tego tensora zajmuje si¢ tzw. szczegdlna teoria wzglednosci. Zgodnosé
obu struktur polega na tym, ze tensor metryczny ma by¢ w jakims
sensie ,stalty” w czasoprzestrzeni. Co6z to jednak ma znaczy¢, skoro
przechodzac od jednego uktadu wspotrzednych do innego mozna wspot-
rzedne gg; znacznie zmienié i np. ze statych uczyni¢ zmienne? Oté6z wa-
runek ten oznacza, ze pochodne tensora metrycznego maja zerowac si¢
w uktadzie inercjalnym. Mowi sie, ze metryka jest kowariantnie stata
na M. Warunek ten zstepuje jednorodny warunek rot G = 0 z teorii
newtonowskiej.

2. Natomiast warunek niejednorodny zastapiony jest rownaniem Finste-
ina, wigzacym krzywizne ze zrodtami pola:

G = 8myTyy .

W réwnaniu tym

1
Gr = Ry — igklR )

oznacza tzw. tensor Einsteina, Ry = %K,’jm jest tzw. tensorem Ric-
ci’ego, powstalym z tensora krzywizny przez zwezenie po pierwszym
i ostatnim wskazniku za§ R = ¢MRy; jest éladem tensora Ricciego,
zwanym skalarem krzywizny. W kazdym razie po lewej stronie stoi (na
miejscu dywergencji pola G 7 teorii Newtona) jakas informacja o krzy-
wiznie, wyrazona pochodnymi pola I'. Natomiast po prawej stronie stoi
tensor energii-pedu materii 7', niosacy informacje o zrédtach pola gra-
witacyjnego.

Jesli czasoprzestrzen nie jest pusta — to znaczy gdy stojacy po prawej stro-
nie réwnan Einsteina tensor energii-pedu materii nie jest réwny zeru — wtedy
rowniez lewa strona nie moze znika¢, zatem czasoprzestrzen nie moze by¢ pta-
ska. Mozna skrotowo powiedziec, ze obecnos¢ materii, ktorej konfiguracja jest
mierzona wielkoscia tensora energii-pedu 7', ,wykrzywia” czasoprzestrzen.
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Nie jest natomiast prawda, ze przestrzen pusta musi by¢ ptaska: z réwnan
Einsteina wynika jedynie znikanie tensora Einsteina G lub — co jest zupelnie
rownowazne — tensora Ricci’ego R. Ale jest to jedynie cze$¢ informacji za-
wartych w pelnym tensorze krzywizny K. Dzi$§ wiemy juz, ze wcale nie musi
to pociagaé znikania catego tensora krzywizny. Istniejg bowiem rozwigzania
rownan Einsteina opisujace przestrzen pustg ale mimo to krzywa. Jej krzywi-
zna propaguje sie w sposéb nieco zblizony (choé¢ duzo trudniejszy, ze wzgledu
na nieliniowo$¢ réwnan Einsteina) do propagacji fal elektromagnetycznych i
opisuje zjawiska, ktére nazywamy falami grawitacyjnymi. Ta wiedza nie byta
oczywista od poczatku badan teorii. Sam Einstein mial powazne watpliwosci
na ten temat i do$é¢ dtugo sadzil, ze ,fal grawitacyjnych nie ma”. W (teore-
tycznym) odkryciu tych fal wybitny udzial miat wielki polski fizyk-teoretyk,
prof. Andrzej Trautman, zreszta absolwent Politechniki Warszawskiej. Na
powtérne — tym razem obserwacyjne — ich odkrycie czekamy do tej pory.

7 Kroétka historia odkrywania ,,czarnych dziur”

Juz kilka miesiecy po ogtoszeniu Ogolnej Teorii Wzglednosci — na przetomie
1915 i 1916 roku — wybitny niemiecki astronom, fizyk i matematyk, Karl
Schwarzschild znalazt pierwsze $ciste rozwigzanie rownan Einsteina, opisu-
jace sferycznie symetryczne pole grawitacyjne wokot ciezkiego ciata o danej
masie. Rozwigzanie to jest relatywistycznym odpowiednikiem pola (29). Sce-
nerie tego odkrycia znamy dobrze z ksiazki Jaroslava Haska o dobrym wojaku
Szwejku: okolice Przemysla, btoto i $nieg, okopy pierwszej wojny swiatowej.
Karl Schwarzschild zostatl zmobilizowany na wojne w charakterze oficera ar-
tylerii, jednak nawet w tak trudnych warunkach nie poniechat aktywnosci in-
telektualnej. Zreszta kilka miesiecy po swoim wspaniatym odkryciu, w maju
1916 roku, zmart na skutek rzadko spotykanej choroby skornej - pecherzycy,
ktorej nabawit sie na wojnie.

Podobnie jak pole (29) w punkcie & = 0, rozwiagzanie Schwarzschilda
cechuje sie osobliwoscig, gdy opisujace je formuty tracg sens, bowiem za-
wieraja dzielenie przez zero. Jednak w przypadku pola Schwarzschilda ta
osobliwos¢ wystepuje wezesniej, zanim zblizymy sie do ,centrum” punktowej
masy, ktora chcieliby$my opisywaé¢. W przypadku masy rownej masie Ziemi
ten krytyczny ,promien Schwarzschilda” wynosi ok. centymetra, a dla masy
Stonca — ok. 3 km. Mozna byloby pociesza¢ sie, ze w przyrodzie nigdy taka
osobliwos¢ nie wystapi, bo nie potrafimy przeciez ,sprasowa¢” masy Ziemi
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Rysunek 3: Ciecie {t = const} czasoprzestrzeni Schwarzschilda.

do rozmiaréow centymetra! Dzi§ wiemy jednak, ze materia w tzw. gwiazdach
neutronowych moze by¢ upakowana duzo ge$ciej niz to, z czym mamy do
czynienia w potocznym doswiadczeniu i, by¢ moze, istnieja sytuacje astrofi-
zyczne, w ktérych cata masa bedaca zrédtem geometrii Schwarzschilda jest
ukryta wewnatrz tej ,sobliwosci”. A zatem problem pozostaje: co sie dzieje
w ,,0s0bliwoéci” rozwigzania Schwarzschilda: czy przestaje obowigzywacé zna-
na nam fizyka? Czy wewnatrz obszaru o silnej krzywiznie zieje jakas otchtan,
czy jest tam po prostu ,czarna dziura”? Okazuje sie, ze sama osobliwo$¢ wy-
stepujaca we wzorach na rozwiazanie Schwarzschilda, ktéra tak niepokoita
fizykoéw od poczatku Ogolnej Teorii Wzglednosci, jest pozorna i opisuje jedy-
nie wlasnosci szczegblnego uktadu wspotrzednych, ktorych uzyt jego tworca.
Sytuacja jest podobna do tej, gdyby$my punkty paraboloidy obrotowej w
trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej, danej réwnaniem:

Vaz+y2 =14 2%,

chcieli parametryzowaé przy pomocy dwu zmiennych (z,y), traktujac wspot-
rzedna z jako ich funkcje:

z=+\\a?+y2—1.
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Widaé, ze na kole danym réwnaniem: 22 +y? = 1, taki opis zawodzi, bowiem
wystepuje ,czarna dziura” odpowiadajaca warto$ciom x?+y? < 1. A przeciez
nie ma tu zadnej osobliwo$ci, nalezy jedynie do zbioru rozwigzan powyzszego
rOwnania, opisujacego gérna potowe paraboloidy, doklei¢ jej dolna potowe,
odpowiadajacej znakowi ,minus” przed pierwiastkiem. Bardzo tatwo znalez¢
wspotrzedne, ktore zachowuja sie nieosobliwie w poblizu ,waskiego gardta”,
wzdhuz ktérego sklejono obie potowki tej powierzchni.

Takim wlasnie ,waskim gardtem” tréjwymiarowego cigcia {t = const}
jest pozorna osobliwos¢ Schwarzschilda, zob. rys. 3. Z dala od niej to ciecie
przypomina coraz bardziej nasza ptaska, euklidesowa przestrzen tréjwymia-
rowa. Zblizajac sie do waskiego gardta przestrzen staje sie coraz bardziej
zakrzywiona a po jego przekroczeniu znéw zaczyna si¢ wyplaszczaé: byé mo-
ze az do jakiego$ ,drugiego konca” przestrzeni, jak na rysunku 3, ale — by¢
moze — az do schowanej wewnatrz tego gardta materii, bedacej zrodtem pola
grawitacyjnego, tak jak na rys. 4.

Tym niemniej obszar czasoprzestrzeni odpowiadajacy punktom lezacym
wewnatrz tego ,gardta” ma dos$¢ szczegdlne wlasciwosci, bowiem nie moze
si¢ zen wydosta¢ ,na zewnatrz” zadna informacja. Co wigcej, tam naprawde
jest osobliwo$¢ (ale nie przestrzenna, ktora mozna bytoby pokazaé na rys. 4,
lecz czasoprzestrzenna), nie dajaca sie usunaé poprzez manipulacje wspot-
rzednymi. Obecnie ,czarng dziura” nazywa si¢ taka wtasnie sytuacje.

Teorii czarnych dziur nadat impet wielki astrofizyk hinduski Subrahma-
nyan Chandrasekhar (1910 — 1995), uhonorowany za swe prace nagroda No-
bla w 1983 roku. W roku 1930 — wigzac dwie bardzo mtode teorie fizyczne:
Ogolng Teorie Wzglednosci i Mechanike Kwantows — zauwazyt on, ze ewo-
lucja gwiazd do stacjonarnego stanu Biatego Karta, w ktorym ci$nienie gazu
elektronowego wewnatrz gwiazdy powinno zrownowazy¢ sity grawitacyjne,
bedzie zachodzita zupekie inaczej dla gwiazd ciezszych niz pewna wartosé
krytyczna, znana dzi§ jako masa Chandrasekhara i wynoszaca 1,44 masy
Stonca. Otoz dla ciezkiej gwiazdy cidnienie wewnetrzne nie zdota zréwno-
wazy¢ przyciggania grawitacyjnego i w koncu cata masa zapadnie si¢ ,,pod
horyzont” jak na rysunku 4. A wiec uformuje sie czarna dziura, a w kaz-
dym razie widziane z zewnatrz pole grawitacyjne bedzie miato wiele cech
sytuacji opisywanej przez geometrie Schwarzschilda. Wydaje sie, ze jest to
sytuacja do$¢ powszechna we Wszech$wiecie i powinnismy na niebie widzie¢
wiele takich obiektéw. Aby je odrozni¢ od zwyktych gwiazd czy galaktyk po-
trzebne sg doktadniejsze obserwacje niz te, ktérych mozna dokonywac¢ przy
pomocy tradycyjnych teleskopow. W tym celu buduje sie obecnie obserwa-
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Rysunek 4: Materia ,schowana pod horyzontem”.

toria umieszczone w Kosmosie. Takie dwa orbitalne obserwatoria: Spitzer
oraz Chandra, dostarczyty ogromnej ilosci danych potwierdzajacych istnie-
nie czarnych dziur. Astrofizycy mowig ostatnio o ,setkach czarnych dziur,
ktore zostaly ostatnio odkryte w odleglych galaktykach pytowych” przez te
urzadzenia.

Bardzo istotna metoda testowania wynikoéw tych obserwacji, pomagaja-
ca odrozni¢ czarng dziur¢ od ,banalnej” gwiazdy lub galaktyki, polega na
wykorzystaniu zjawiska soczewkowania grawitacyjnego. Wykorzystuje ona
zjawisko uginania promieni $wietlnych w polu grawitacyjnym. Jednym z ani-
matorow i wspotautorow tej metody byl niedawno zmarty, wybitny polski
astrofizyk Bogdan Paczynski (1940, Wilno — 2007, Princeton).

Dzieki tym wszystkim obserwacjom i pomiarom astrofizycy coraz mocniej
utwierdzaja si¢ w przekonaniu, ze matematyczna konsekwencja teoretycznych
idei Alberta Einsteina jaka jest struktura czarnej dziury, istnieje jako fakt
rzeczywisty, realnie obserwowany w przyrodzie.
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