Akademia Pedagogiczna w Krakowie
Wydziat Matematyczno-Fizyczno-Techniczny
Fizyka IV rok

Piotr Stefaczyk

Oszacowanie masy
supermasywnej czarnej dziury
wewnatrz Drogi Mieczne)

The ESA/ESO Astronomical Exercise Series
»1he mass of the black hole at centre of our Mkgy”

Krakow 2007




Spis tresci

LAY (] o PP 3
l. Nasza GalaktyKa..........cc.ccoveiiiiieii e e e e e, 4
Il. Czarne dziury i supermasywne czarne dziury w terii.....12
Pierwsze hipotezy istnienia czarnyCh dzZiur ....cccc..ooeeiiiiiiii e 12
WHASNGCT CZAINNYCN AZIU..c..eiiiiiiiiiieee e e e e e e et ettt a s e e e e e e e e eaaaaaaaeaeeaaees 13
Czarne dziury jako ostatni etap eWOIUC]i QWIAZO . ...ccooeiiiiiiiiiiiiiiiieeee e eeee e 16
Ruch materii wiatta w poblizu czarne] dziury ............oooovviviiveennn e e eeees 17
lll. Supermasywne czarne dziury — fakty obserwacyje ....... 21
OdKrycie KWazara 3C 273 .....cooeeiieiiiiiiiimme ettt e e e e e e e e e e e aaaeaeeaaaeeeeeeennees 21
Supermasywne czarne dziury w innych galaktykach.............cccccooviiiiiiiiniiiiiiees 23
Supermasywna czarna dziura w naszej Drodze MIeCzng)..........cccceceeeeeiiieiieeeeeennnn. 28

V. Problem modelowania orbity gwiazdy obiegajcej
supermasywry czarna dziure Drogi Mlecznej na podstawie

danych otrzymanych przez teleskop ESO VLT ................... 32
Prawa KEPIEIA .......cooiiiiieiiei e eee e e e e e e e e e e e e e e e e eeeeneeee 32
UogolInione prawa KePIEIa...........u oo ccccceeiie et e e e e e e 33
Oszacowanie masy supermasywnej czarnej dziury okzyktaniem arkusza
kalkulacyjnego MICrOSOft EXCEl.........uuuuuioieiiiiiiiiieec s ee e e eee e 38

V. WNIOSKI T WYNIKI ..ceuiiic et 46

AV I 1 153 £ (01 = SR 50

Bibliografia.........ccooiiiiiii e 52



Wstep

Kilka lat temu naukowcy dokonali zaskakoggo odkrycia. Obserwag
centrum naszej Galaktyki, a dokladnie raddmto Sgr A*, zauwayli, ze
gwiazdy i materia w tym miejscu poruszagic w sposob, ktéry sugeruje
istnienie ciata 0 ogromnej masie. Ciato to, wedbljjczen, posiada maskilku
miliondbw mas Staca. Nikt przedtem nie znat takiego ciata o tak ogmej
masie. Taka masa mogta sugerévstnienie czarnej dziury. Problem jednak
w tym przypadku jest takize czarne dziury, ktére naukowcy weéai
odkrywali mialy masy o wiele mniejsze. Dalo to pgilek nazwie
,supermasywne czarne dziury”.

W niniejszej pracy mam za zadanie oszaGoweg supermasywnej
czarnej dziury wgdrze Drogi Mlecznej na podstawie ruchu gwiazdy waké;.
Dane wejciowe, czyli wspoélrgdne gwiazdy obiegagej masywniejszego
towarzysza pochodzz obserwacji obserwatorium ESO Very Large Telescop
(VLT) w Chile na przetomie lat 1992-2003. Pracajdat otwarciem nowego
¢wiczenia dla Pracowni Astronomicznej Akademii Pemtagznej w Krakowie
| jest oparta ngwiczeniu ESO Astronomical Exercise ,, The mass of lifeck
hole at centre of our Milky Way”. Celem dydaktygmm pracy jest utrwalenie

wiadomaci na temat praw Keplera oraz wiasaicorbit.



|. Nasza Galaktyka

Astronomowie przypuszczgjze w wigkszaci jader galaktyk, jak i, co
udowodnione, w Drodze Mlecznej, znajglgic supermasywne czarne dziury.
Dlatego zanim dojdziemy do omawiania czarnych ddawiedzmy s czym &
galaktyki i jakie g ich typy.

Wraz ze swgj najblizszy gwiazdy — Staicem, planetami, kstycami,
jak rowniez z innymi gwiazdami, znajdujemyesw galaktyce, na co dzie
nazywanej Drog Mleczrm. Oprocz naszej Galaktyki jest réwaie
miliony, a mae nawet miliardy innych galaktyk. Wszystkie te siklp gwiazd
(bo tym g wtasnie galaktyki) uktadaj sic w gromady galaktyk.

Galaktyki ma@na rozr@ni¢ ze wzgeédu na ich ksztalt. Klasyfikagjta
zaproponowat w 1926 roku znany astronom Edwin Hebpb ktorym img
otrzymat Teleskop Kosmiczny Hubble'a (HST).

Wsréd typow maemy wyré&nic trzy podstawowe:

spiralne, eliptyczne, nieregularne oraz raczejszagoczewkowate.



Klasyfikacja galaktyk
wedhig Edwina Hubble’a
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’ Rys. 1 Klasyfikacja galaktyk wedtug Edwina Hubble’'a
Zrodto: http://www.aik.magazyn.pl/art_show.php?art=gal&nosknos

Galaktyki spiralne moemy rozpoznéa po charakterystycznych spiralach
wychodzcych z centralnej ¢&ci galaktyki, czyli z §dra. Materia jest skupiona
wokot ptaszczyzny twomr dysk o matej grubimi. Dysk galaktyczny
w wigkszaci zbudowany jest z gwiazd i w mniejszej §to z materii
miedzygwiazdowej. Materia zawarta w dysku galaktycznyotuje wokot
srodka galaktyki. Ruch tej materii jest upadkowany, poniewa predkosc
liniowa rotacji jest stata. Najwksze zagszczenie gwiazd i materii pozadjem
jest w spiralach, dlatego jest to miejsce narodwwych gwiazd. Przyktadem
galaktyki spiralnej mgze by chociaby nasza Droga Mleczna lub galaktyka
M31 w Andromedzie.



’ Rys 2. Galaktyka M31 w Andromedzie
Zrédto: http://pl.wikipedia.org/wiki/Grafika:Andromeda_gaa.jpg

W przypadku galaktyk eliptycznych nie obserwuje spiral. Tak jak
nazwa wskazuje galaktyka taka ma ksztatt elipsaidgotowej, tworac das¢
jednorodm bryle wraz z centralnym zagzczeniem w postaciadra
galaktycznego. Gwiazdy w tych galaktykach nie uljadsic wigc w jednej
ptaszczynie, jak ma to miejsce w galaktykach spiralnyctz lecrozmieszczone
W przestrzeni ograniczonej elipseidbrotowa. S to galaktyki w wekszaci
zbudowane ze starych, chtodnych gwiazd o matej enddpsiadaj mak ilos¢
materii medzygwiazdowej, a czasem nawet w o0gole ona nie quygt.

Réwniez i w tym przypadku materia rotuje wokét osi symietdle w mniej
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uporzdkowany sposob jak ma to miejsce u galaktyk spypainZe wzgédu na
swoj ksztalt, podczas obserwacji galaktyki te mbge mylone czasem z UFO.
Jednym z  przykladéw  galaktyk  eliptycznych  jest  gblka
M32 w Andromedzie — satelita galaktyki M31.

Dwarf Elliptical Galaxy M32 HST - STIS
NASA and T. Brown (NASA Goddard Space Flight Center)
STScl-PRC99-40

’ Rys 3. Galaktyka M32
Zrodto: http://pl.wikipedia.org/wiki/Grafika:M32_hst_biggp

Galaktyki nieregularne nie magbyt okrdlonej symetrycznej budowy
tak jak to ma miejsce w przypadku galaktyk spiramygzy eliptycznych. &to
skupiska bez jakiegokolwiek charakterystycznego ¢zatzenia. Ksztaltem
przypominag obtoki. Zwykle takie galaktykigsmniejsze od pozostatych typow
galaktyk i mag dos¢ makh masg. Wsrod nich mana rozr@ni¢ dwa podtypy:

pierwszy to galaktyki nieregularne zbudowane pramwytacznie z gwiazd, oraz
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drugi w ktorym oprécz gwiazd obserwuje esiduze ilosci materii
migdzygwiazdowej. Do typowym galaktyk nieregularnycliera dwie satelity
naszej Galaktyki: Maly Oblok Magellana oraz WielkiObtok
Magellana, widziane tylko z potkuli potudniowej znd.

Rys 4. Wielki Oblok Magellana
Zrodio: http://pl.wikipedia.org/wiki/Grafika:Large.mc.arpsDpix.jpg

Ostatnim typem, d@ ciekawym, g galaktyki soczewkowate. Ich ksztatt
jest czymd posrednim pomgdzy galaktykami spiralnymi oraz eliptycznymi.
Zbudowane g dwdch charakterystycznych @zi: rozcagle] czsci centralnej
przypominagcej dysk galaktyki spiralnej widziany z boku oraz halo
podobnego jak w przypadku galaktyk eliptycznycltzl® znacznie mniejsze]
gestasci. Galaktyki takie zbudowanea e starych gwiazd iaspozbawione
materii medzygwiazdowe,.



Rys 5. NGC 5866 w gwiazdozbiorze Smoka
Zrédto: http://imgsrc.hubblesite.org/hu/db/2006/24/imagéstanats/web.jpg

Spardéd wyzej wymienionych typOw najeiciej wystpujace @
galaktyki spiralne. W naszej grupie lokalne] gayakhajbardziej masywna jest
nasza Droga Mleczna, a napksza galaktyka M31 w Andromedzie — obie s

spiralne.



Droga Mleczna jest jednz typowych galaktyk spiralnych. Sklad& si
wiec ona z dwoch charakterystycznyche&z: jadra, nazywanego rowrie
wybrzuszeniem centralnym oraz dysku — plaszczyzkigra w ugciu
matematycznym jest asisymetrii rozktadu materii. W sktad Drogi Mlecznej
wchodzi rownie halo, zbudowane z bardzo rozrzedzonej materiiakaet
hipotetyczna korona, ktorej istnienie potwierdzaaledwie obliczenia — jak na
razie naukowcom nie udato jegsgaobserwowa

Jak ka&da galaktyka nasza Droga Mleczna charakteryzgjeogiommn
réznorodndcia ciatl. Jedne gwiazdy powsiajw obtokach materii, a inne
umieraj, czasem nawet bardzo efektownie jako supernowa.

Jadro Galaktyki posiada wksz gestas¢ gwiazd i materii wzgidem
dysku galaktycznego. Odlegm micdzy gwiazdami g tu o wiele mniejsze ni
mozna to zaobserwowaw dysku. Dzgki temu te oddziatywania ngdzy
gwiazdami w gdrze g znacznie wgksze. Niestety obserwacjgdra nie g zbyt
proste, poniewa Uktad Stoneczny znajduje¢sw ptaszczynie Galaktyki, co
powoduje zastorcie centrum Drogi Mleczne) przez dysk — dlatega te
obserwacji nie dokonuje i w zakresie widzialnym, lecz najgxiej
w podczerwieni.

Droga Mleczna jest ogromnych rozmiarow. Gy chcieli przeby
drog: z jadra do granicy z szybkoia swiatta zagtoby nam to a 65 tys. lat. Jak
wida¢ jest to odlegté¢ niewyobraalna. Rownie dia jest odlegt&t od naszego
Uktadu Stonecznego do centrum — tusioy potrzebowali przy takiej samej
szybkdci nie 65 tys. lat jakby to byto w przypadku dragntrum-granica, ale
nieco mniej, bo 27 tys. fatco i tak dla nas jest czasem réwnigydu.

Centrum Galaktyki jest miejscem, w Kktorym rgsla procesy
o ogromnych energiach. Podczas obserwacji radiowychodczerwonych

naukowcy obserwajwiele ciekawych procesow, ktére tutaj wymija. Mozna

! Ken Krosswellchemia Nieba. 16

10



tutaj m.in. wymient radiazrédta. Jednym z takich bardzo ,dynamicznych”
miejsc jest przede wszystkim radiodio Sagittarius A*, ktore jest ,gtownym
bohaterem” tej pracy.

Radiarodio Sgr A* wraz z supermasywnczarra dziur, Ktora jest
tematem tej pracy znajdujegswv jadrze Drogi Mlecznej. Pogsze zdicie
pokazuje jego lokag]

! . Wide-Field Radio Image of the
UG, Galactic Center

SerDHII g A=90cm
(Kassim, LaRosa, Lazio, & Hyman 1999)
SgrDSNR &

SNR 0.9+0.1

Sgr B2 ! New SNR 0.3+0.0

o Threads
7 <« New Feature:
The Cane

<'\Bad\g) ound Galaxy

> Threads

New thread: The Pelican

(SE'C Caherenlx

structure?

N

Mouse »

SNR 359.0-00.9 \

SNR 359.1-00.5

~0.5°
~75 pc

~240 light years Tornado (SNR?)

“

Rys 6. Centrum Drogi Mlecznej wraz z radi@rodiem Sgr A*
Zrédto: http://rsd-www.nrl.navy.mil/7213/lazio/GC/GC-P-

BCD.med.jpg
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ll. Czarne dziury i supermasywne czarne dziury
w teorii

Pierwsze hipotezy istnienia czarnych dziur

Istnienie czarnych dziur przewidziatzjyppod koniec XVIII wieku znany
matematyk, fizyk i astronom Pierre Simon LaplaceysWwat on hipotez
istnienia takich ciat, z ktorych ucieczka nawetatta jest niemeliwa. Hipotez
ta przedstawit w monografii Exposition du Systeme du Mohd@Nyktad
systemuwiata). Zostata ona wydana w roku 1796. Monografia tazawierata
zadnego wzoru — Laplace przedstawiat w niej, tak fak to miejsce dzi
w ksigzkach popularnonaukowych, tylko swoje przekonaniawi€ddza on
w tym dziele,ze grawitacja mge wpltywa rowniez naswiatto, a nie tylko na
ciata. Doprowadzito go to do éociekawego wnioskuze cytug: ,przyciaganie
jasnej gwiazdy, magej t sany gestas¢ co Ziemia isrednie 250 razy weksz
od Staca nie pozwolitobyzadnemu jej promieniowi dotrzedo nas. Jest wt
mozliwe, ze najweksze i najjaniejsze ciata we Wszeghiecie mog by¢ z tego
powodu niewidoczné” Cala teoria Laplace'a opierata sia definicji pedkaosci
ucieczki. Wiemy,ze prdkos¢ ucieczki z Ziemi wynosi 11 km/s. Gdymy
srednie naszej Ziemi powekszyli 27 tysecy razy, to mana policzy, ze
predkos¢ ucieczki bytaby réwna gdkosci swiatta. Te 27 tysicy srednic Ziemi
przeklada s na 250srednic Staica, co widnie Laplace wywnioskowat. Mimo
tej bardzo ciekawej hipotezy Laplace nie udowopiit

Mimo, ze Laplace’a uznaje ijako prekursora hipotezy istnienia

czarnych dziur nie byt on pierwszym, ktory przeviedzstnienie takich ciat. Ju

2p.S. Laplac&xposition du Systeme du Monde
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kilka lat wczéniej, bo w roku 1783, pewien brytyjski kdiz, John Michell,
doszedt do podobnych wnioskéw co Lapface

Obu uczonym udato sidojs¢ do zaskakuicych wnioskéw, ale ponievia
w tych czasach nie znano jeszcze fizyki relatyvastej, nie ména ich w peni
uzna za odkrywcow (o ile mma to tak nazw@ czarnych dziur. Cate ich
rozumowanie opierato gina mechanice newtonowskiej — a miato to pavea
konsekwencje. Nie wiedzieli onze zadna czstka nie mae przekrocz§

predkaosci swiatta, co czyni czamdziure catkowicie odizolowamnz zewntrz.

Wiasno $ci czarnych dziur

Mimo, ze hipotezy istnienia czarnych dziur byly znane adlwlat to
dopiero w ostatnim stuleciu ludzie poznali prawdgiwatug tych ciat.
Okreslenie ich wiasnéci mozemy zawdzicza fizyce
relatywistycznej, stworzonej gtéwnie przez Albertkinsteina. Jak ju
wspomniatem wczmiej opieranie s na mechanice newtonowskie]
w przypadku czarnych dziur prowadzito do niepraswadych wnioskéw. Zanim
powstata fizyka relatywistyczna, teorie wadhasci Einsteina ludzie opisywali
swiat tak jak go widzieli. Nikt nie myfat o prdkosciach réwnych pydkosci
swiatta, bo byto to wtedy catkowicie abstrakcyjneawet teraz dla niektorych
ogl6lna teoria wzgldncsci brzmi bardzo niekonwencjonalnie. Jéstg po
prostu przyzwyczajeni ddwiata jakiego widzimy na co d#ie Takie na
przyktad zjawisko jak dylatacja czasu, o ktorym wse pazniej, nie daje si
latwo wyobrazé. Nikt przecie nie porusza siz tak wielkimi szybkéciami jak

sSwiatto.

% |gor NowikowCzarne dziury i wszegwiat s. 19
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Poznajc natue czarnych dziur &dziemy musieli skorzystaz fizyki
relatywistycznej, a to dlategae obiekty te maj catkiem inne wiéciwosci niz
ciata, ktére widzimy na co dzie

Aby ciato bylo czara dziurm jej promiea musi by rowny lub mniejszy
od tzw. promieniowi grawitacyjnemu. Powstajesgvpytanie czym jest promie
grawitacyjny. Ota jest to taki promig, dla ktérego grawitacja stajeesiak
duza, ze nawetswiatto nie mogtoby uciec. Natg tu podkrgli¢, ze wielkas¢
tego promienia zaky od masy ciala. Im mniejsza jest masa tym pramngisi
by¢ mniejszy. Promig ten nawet dla ogromnych mas jest bardzo maty. | tu
mozna poda kilku przykiadow promieni grawitacyjnych: dla $foa wynosi on
ok. 3 km, a dla Ziemi 8,8 minJak wid& wielkosci te s bardzo mate. Z tych
liczb od razu mgemy wywnioskowd, ze ciata takie jak czarne dziury maj
bardzo wielkie gstasci. Wielkos¢ promienia grawitacyjnego memy obliczy

dla dowolnej masy na podstawie prostego wzoru:

. _2GM
9 2 1)

, gdzie:

r, - promiex grawitacyjny
G — stata grawitacji

M — masa ciata

C — szybké¢ swiatta

Wz06r ten mana wyprowadz z zasady zachowania energii.

* J.M. KreinerAstronomia z AstrofizykWarszawa 1988 s. 217
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Nalezy tutaj podkréli¢, ze promié grawitacyjny jest nazywany ie
promieniem Schwarzschilda. Karl Schwarzschild bybitnym niemieckim
astronomem. Uznajeesgo jako twére astrofizyki. Zastyat on rozwihzaniem
rownar ogolnej teorii wzgidnasci Einsteina. Rozwizat on réwnie réwnanie
Einsteina opisugce pole grawitacyjne ciata sferycznego, ktore & jgywane
w teorii czarnych dziur.

Czarm dziur ogranicza pewna granica nazywana horyzontem.tdest
powierzchnia, ktéra w kalym punkcie jest styczha do ska
swietlnego, innymi stowy $wiatlo obiega tutaj czasndziur dookota, ale nie
moze ani do niej wp& ani uwolnt sie z jej grawitacji. Obserwator znajdoy
sig pod horyzontem nie me jw przestg zadnej informacji na zewitrz
1 trwaloby to nieskfczenie diugo. Nie ma@ on réwnie uwolnic sie juz
z dziatania czarnej dziury.

Poniewa czarne dziury nie emitj zadnego promieniowania
elektromagnetycznego niemiova jest ich obserwacja. Jedynym sposobem
potwierdzenia ich obecKoi jest obserwacja zakiogeauchu towarzysza, czyli
normalnej gwiazdy, ktéra obiega czardziur. W ukladzie takim nasgpuje
przeptyw materii z normalnej gwiazdy do drugiej gady — czarnej dziury.
Materia sptywa do ¢ptszego ciata niebieskiego po torze spiralnym. g
tarcie materii powoduje jej rozgrzewanig sio temperatury nawet dzietiow
milionéw kelwindw. ,Sptywajca” materia tworzy wokot czarnej dziury tzw.
dysk akrecyjny, ktéry jest najexiej zrodlem  promieniowania
rentgenowskiego, co rowrigpomaga nam w potwierdzeniu obegérioczarne;

dziury.

> Stazek swietlny - w teorii wzgkdnaici hiperpowierzchnia rozdzielgja czasoprzestraea dwie czsci. W
wewrgtrznej czsci stazka swietlnego znajdyj sig punkty czasoprzestrzeni, do ktérychzmalociera
informacja z punktu wierzchotkowego (tzw. punktysapodobne), na zewrz za& punkty, do ktérych taka
informacja dotrzé nie mae (tzw. punkty przestrzennopodobne).
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Czarne dziury jako ostatni etap ewolucji gwiazd

Czarne dziury & ostatnim etapem ewolucji masywnych gwiazd. Gdy
gwiazda kaczy swojezycie w wybuchu supernowej czasem zdarzaz& masa
pozostatéci jest wystarczago duwa, aby kolapsowa Zaleznie od masy materii
moze powstd gwiazda neutronowa, gdy masa wynosi mniej Bi masy
Stonca, lub te, gdy masa jest wksza od 3 mas Shea — czarna dziura.

Tak masywne obiekty jak czarne dziury powstaawdopodobnie dd
rzadko. Wybuch supernowej jest zwykle tak ogromigyrozrzuca mateyina
ogromne odlegkxi, co czasem uniembwia kolaps materii.

Aby powstata czarna dziura gwiazda musi énmag ponad 40 mas
Stonca. Gdy masa ta jest mniejsza gwiazdacky swoj zywot jako biaty
karzet,dla mas do 9 mas 8&&a lub jako gwiazda neutronowa, gdy jej
pierwotna masa miéei si¢ w przedziale 6 do 40 mas &&a.

W gwiezdzie o masie ponad 40 mas i8ta w kaicowej fazie ewolucji
jadro gwiazdy jest zbudowanezelaza. Poniewamasa tegoafra jest wgksza
od maksymalnej masy gwiazdy neutronowej, to staje o niestabilne
I kolapsuje w czam dziur. Procesowi temu towarzyszy pany wybuch
supernowej o energii 10 — 10® . Zapadanie prowadzi do ogromnego
zmniejszenia promieniaagra. Czarna dziura jest d ogromnie matych
rozmiarow. Mae mie& ona promié zaledwie kilku kilometrow.

Co ciekawe gwiazda zapadeq st w czarm, dziur traci w tym procesie

wiele wtasnych wigciwosci. Jedynymi wiasniciami, ktére si zachowuy jest

® Marek Demiaski, Astrofizyka relatywistyczna. 161
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masa, momentgolu (czyli czarna dziura nmie wykonyw& ruch obrotowy) oraz

tadunek elektryczny.

Ruch materii i Swiatta w pobli zu czarnej dziury

W polu grawitacyjnym, wedtug teorii Newtona, wsxyst ciala
poruszay Sig po krzywej otwarte], czyli hiperboli, paraboli dukrzywej
zamkngtej tj. elipsie. Gdy odlegks ciata, czy to materii, od czarnej dziury jest
dos¢ dwa mazemy bez problemu korzysta teorii Newtona. Wiemyze gdy
cialo porusza si wokét masywniejszego ciala z golkoscia mniejsz od
predkosci ucieczki to trajekton takiego ciata jest elipsa. Zbdijac sk do czarne]
dziury ciala ju nie poruszayj sic tak jak to opisuje teoria Newtona.

Wedtug teorii Einsteina ciata poruszeg st z prdkoscia mniejsa od
predkosci ucieczki niekoniecznie musdyé elipsy’. Dobrym potwierdzeniem
takiego zjawiska jest obieg Merkurego wokotiiia, ktérego orbita obracagsi
043 sekundy ftuku w ggu wieku. Takie samo zjawisko moglimy
zaobserwowa réwniez wokot czarnej dziury, lecz odchylenia orbity byyb
o wiele weksze.

W przypadku gdy mdkos¢ ciata jest rowna pokaosci ucieczki, mamy
w teorii Newtona do czynienia z ruchem kotowym. iIGianaze sk porusza
w dowolne] odlegtéci od centrum pola grawitacyjnego. slie natomiast
grawitacja jest dia trzeba ju korzysta z teorii Einsteina. D& istotrg roznica
pomicdzy mechanik relatywistyczm a klasycza w tym przypadku jest taze
gdy ciato znajduje sicoraz bliej zrodta grawitacji, to jego pdkaos¢ musi by

" Igor Nowikow Czarne dziury i wszeghiat s. 38-40
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wigksza aby utrzymato sina orbicie kotowej. Trzeba tu podkli€, ze gdy
promien orbity ciala obiegacego czarp dziur jest réwny 1,5 promienia
Schwarzschilda, to jego gatkos¢ ruchu jest rowna pdkosci swiatta. Dlatego
zadne ciatlo nie me poruszési¢ po okegu na orbicie o promieniu mniejszym
od 1,5 promienia Schwarzschilda. Promiéwny 1,5 promienia Schwarzschilda
nazywa s¢ czasem sfar fotondw. Nazwa ta wywodzi giz tego,ze na tej
orbicie swiatto maze okinza¢ czarm dziur po okegu. Naley tu podkréli¢, ze
orbita taka jest niestabilna. Znaczy to tyles nawet niewielka sita nie
spowodowa spadek ku czarnej dziurze, lubztenyrzucenie ciata ku
nieskaczondci, czyli opuszczenie na zawsze czarnej dziury,gozéeoria
Newtona w tym przypadku nie uwzgdhia.

W sytuacji gdy ciato zbhy sie na odlegté¢ podwojonego promienia
grawitacyjnego czarnej dziury taedizie sé ono porusz& po okegu rownym
dwom promieniom grawitacyjnym. Ciato takie nigdkie juz mogto s¢ oddalc
od czarnej dziury, lecz najugj zblizy¢ sie i wpas¢ ku osobliwdci.

Nalezy tu tez wymienié kolejny scenariusz. Gdy cialo porusza si
dostatecznie blisko czarnej dziury to zostaje pragprzechwycone. Posiadanie
w tym przypadku odpowiedniej gatkosci ucieczki nie gwarantuje jednake
cialo takie mogtoby oddalisic od czarnej dziury do nieskozondci. Trzeba
tutaj uwzgedni¢ réwniez kat z jakim porusza siciato ku czarnej dziurze. Zdi
kat ten jest mniejszy od pewnegat& krytycznego, to nasze ciato spadnie ku
czarnej dziurze. 3k inaczej to ciato mge sk oddalt od czarnej dziury. Kt
krytyczny jest zaleny od odlegtéci ciata od czarnej dziury. Wraz ze wzrostem
odlegtaci ciala kit ten maleje.

Podobnie jak materia rdzygwiazdowa zachowujeeswiatto. Swiatto
w poblizu czarnej dziury, jak i wokot kalego zrodta grawitacji jest uginane.
Efekty te a tym wigksze im blkej czarnej dziury znajdzie ¢siswiatto.

Niezwykle interesujcym zjawiskiem, ktore jest wynikiem uginaniviatta
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przez mas, jak réwnie czarne dziury, jest soczewkowanie grawitacyjne.
Efektem tego zjawiska jest pojawienie §iozornych obrazow rzeczywistych
ciat znajdujcych sg¢ za cialem soczewkagym, pojanienie tyctie obrazow, ale
rowniez ich powkkszenie. W 1919 roku zesp6t znanego astrofizyka
brytyjskiego, Arthura Stanley’a Eddingtona probowahierzy¢ kat ugiecia
Swiatla przez Stace podczas jego émienia. Eksperyment ten w petni

potwierdzit teoré Einsteina, mimo di& duzego, bo 30% kfdu pomiarowegd

Galaxy Cluster Abell 1689
Hubble Space Telescope » Advanced Camera for Surveys

NASA, N. Benitez (JHU), T. Broadhurst (The Hebrew University), H. Ford (JHU), M. Clampin(STScl),
G. Hartig (STScl), G. lllingwaorth (UCO/Lick Observatary), the ACS Science Team and ESA
STScl-PRC0O3-01a

Rys 7. Efekt soczewkowania grawitacyjnego
Zrodto: http://gravitacni-cocka.navajo.cz/

8 K. Z. Stanek, B. Pacagki Soczewkowanie grawitacyjne Pgsg Astronomii 3/93 s. 100
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Grawitacja wptywa nawiatto réwniez w inny sposob. Mowa tu o takich
efektach jak dylatacja czasu i zwane z tym poczerwienienigviatta. Swiatto
jest tym bardziej poczerwienione im Adj znajduje s zrodio promieniowania
elektromagnetycznego. Dylatacja to nic innego jgsovelnienie czasu.
Obserwator gdyby obserwowat cialo poruszaj se ku czarnej dziurze
zauwayltby, ze porusza giono coraz wolniej, ado momentu zatrzymania.
Oczywiscie zatrzymanie to zaobserwowatby tylko obserwat@ewmntrz. Dla
ciata zmierzajcego ku sferze Schwarzschilda czas biegnie tak s@ko

W innym miejscu.
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lll. Supermasywne czarne dziury — fakty
obserwacyjne

Odkrycie kwazara 3C 273

W drugiej potowie minionego stulecia, a dokladniey roku
1963, naukowcy dokonali €6 interesujcego odkrycia. Jednym z nich byt
Maarten Schmidt, pracagy w obserwatorium astronomicznym Mount Palomar.
Zaobserwowat on bardzo ciekawy obiekt przypomicy gwiaza, ale
charakteryzujcy sk innymi wiaciwosciami. Obiekt ten zostat oznaczony
symbolem 3C 273 i znajdujessiv gwiazdozbiorze Panny. Za spraobserwacji
radiowych zauwzono,ze emituje on promieniowanie o centymetrowej diajo
fali.

Obserwagj radiows takich obiektow dokonywano z pompauchu
Ksigzyca na niebie, a to dlategge trudno byto ustali skad promieniowanie
dochodzZl. Gdy Kskzyc zakrywat taki obiekt promieniowanie nie
dochodzito, w¢¢c mazna byto ze stosunkowo dau doktadndcia umiejscowé

radiazrodto na niebie.

® Fulvio MeliaNa skraju nieskéczondci s. 10
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Rys 8. Kwazar 3C 273 wraz z wyrzutem materii w postci jeta
Zrodto: http://lwww.seds.org/~spider/spider/Misc/3c273.html

Obserwowany obiekt byt dé staby, a jego wyghl niezbytswiadczyt
o tym, ze maze by zrédiem silnego promieniowania. Bardzo interesajdla
Schmidta byto toze widmo tego obiektu bardzo przypominato widmo woido
w laboratorium, lecz byto przesuie o 16 procent — czyli bardzo przestiaiku
czerwieni. Swiadczylo to o ogromnej odlegioi do obiektu oraz o jego
oddalaniu si od na¥”.

Obiekt ten, jak ja wspomniatem, bardzo przypominat gwiazdy,cevi
nadano mu nazykwazar od angielskiego okteniaquasi-stellar radio source

Kilka lat wczéniej Edwin Hubble sformutowat zasadnary dzisiaj jako
prawo Hubble'a. Zasada ta jest bardzo pomocna dmaegenia odlegkai
galaktyk od nas. Wedtug niej im dalej znajduje galaktyka, tym jej prdkosc
ucieczki jest wiksza.

Schmidt na podstawie prawa Hubble'a zdotat obbamylegia¢ kwazara

3C 273. Przesuetie dopplerowskie widma pomogio mu ocemredkosc

1% Fulvio MeliaNa skraju nieskéczondci s. 13
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ucieczki, ktéra to wynosita blisko 50 tys. kilom@atr na sekung Tak wic
obiekt ten odlegty jest od nas o okoto 3 midsiatetinych.

Zaobserwowano,ze natzenie $wiatta emitowanego przez 3C 273
zmienia st w okresie 10 do 20 miegly, z czego mina wnioskowd, iz obszar
emitujcy swiatto nie mae by wigkszy od kilku latswietinych, a to dlategaee
Swiatto w ciagu 10-20 miesicy przemierza wikmie taky odlegiac.

Oprocz silnego promieniowania widzialnego kwazaryiteja jeszcze
silniejsze promieniowanie rentgenowskie. Tutaj rie@nmamy do czynienia
z okresowy zmiary natzenia promieniowania, lecz okres ten jest o wiele
krotszy — nagzenie mae skt zmieni& w ciagu kilku godzin. Na tej podstawie
dochodzimy do wnioskuze zrodto promieniowania ma rozmiar mniejszy od
orbity Neptuna.

Energia emitowana przez kwazar jest znacznieksza od energii
emitowanej przez galaktgk Co ciekawezrédio promieniowania ma rozmiar
nawet mniejszy od Uktadu Stonecznego.

Fakt, ze tak bardzo maty obszar ae by zrodiem swiatta nawet 100
mld razy pog¢zniejszym od Staca, doprowadzit uczonych do wnioskow, i
gtdbwnym zrodtem takich energii jest supermasywna czarnardzia widciwie

dysk akrecyjny wokat niej.

Supermasywne czarne dziury w innych galaktykach

Nie tylko w kwazarach mamy do czynienia z supermagyni czarnymi
dziurami. Przypuszczacsize obiekty te znajdajsic w wigkszaci galaktyk.

Niestety blzsze supermasywne czarne dziury nietakie efektowne jak te
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w kwazarach. Jest to spowodowane mnigjsgstoscia materii w tych
miejscach. Dlatego #drudno je zaobserwowa

Jednym z d& znanych takich obiektow lBzych nas jest Centaur A
(NGC 5128), ktory znajduje siw odlegigei 11 min lat$wietlnych od nas.
W ciemnych obtokach pylu znajdigych se w centrum teje galaktyki
zaobserwowano w zakresie podczerwonym promieniavani
elektromagnetycznego bardzo jasny dysk akrecyjmaadpcy sk z ogrommn
predkoscia. Masa supermasywnej czarnej dziury w CentaurzeyAosi & 200

min mas Staca!

Pl kIt BT T L B

Rys 9. Zdjecie centrum galaktyki Centaur A wykonane przez Telskop
kosmiczny Hubble'a (HST)

Zrodto: http://www.solstation.com/x-objects/centtenh
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Rys 10. Centrum galaktyki Centaur A widziane w zakesie promieniowania
rentgenowskiego, wykonane przez rentgenowski telesg kosmiczny Chandra.
Wida¢ charakterystyczny jet wyrzucony z supermasywnej anej dziury.

Zrédto: http://www.solstation.com/x-objects/centiah

Obserwacje tego obiektu doprowadzity do wnioske, podobnie jak
w przypadku kwazara 3C 273, strumimnaterii jest wyrzucany prostopadle do
dysku materii. Ten strumiematerii jest nazywany przez naukowcow jetami
(dzetami). Materia w jetach porusza @ predkoscia bardzo blisk predkosci
swiatta. Jest ona tak zjonizowang powstaje z niej plazma. Jety &odiem
promieniowania w zakresie radiowym oraz rentgenanvsk

Dzicki temu, ze materia spad@ga na supermasywnczarr dziur
tworzy bardzo jasny dysk akrecyjny mma z wiellq tatwascia powiedzi€, ze
wiasnie tam znajduje siczarna dziura. Dysk jest tak jasme przyémiewa
czasem gwiazdy znajdige s¢ w poblzu. S to jedne z najgniejszych
obiektow widzianego Wszeghiata.
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Naukowcy doszli do wniosku,ze supermasywne czarne dziury
w galaktykach maj wiek porownywalny z wiekiem galaktyki. Dlatego
prawdopodobnie istnigj one od pocgkow Wszeckhwiata. Im starsza jest
galaktyka tym czarna dziura mag¢k$sz mag. Supermasywna czarna dziura
przez cate swojezycie gromadzi mategi stapc Sk coraz bardziej
masywr, poniewa materia spadaga ku czarnej dziurze nie m®sk juz z niej
uwolnic.

Innym bardzo ciekawym obiektem jest czarna dziuragaaktyce
eliptycznej NGC 7052, odlegtej od nas o 191 mirkgetinych, znajdujcej sk
w gwiazdozbiorze Lisa. Obserwacjtegaz obiektu dokonano za pompc
Teleskopu Kosmicznego Hubble'a. &dg wykonane przez ten instrument
pokazuje dysk materii wokot czarnej dziury. Dysh tgst prawdopodobnie
pozostalécia po kolizji galaktyR'. Z biegiem czasu zostanie catkowicie
pochtongty przez czarm dziuk. W centralne] ozci dysku zaobserwowano
bardzo jasny punkgwiatta. Jest on wynikiem akumulacfwiatta gwiazd
znajdupcych se w poblzu czarnej dziury. Fakgze gwiazdy znajdyj sie tutaj
tak bardzo blisko siebiéwiadczy o istnieniwzrédta bardzo silnej grawitacji.
Gdyby nie silna grawitacja gwiazdy na pewno niejaoatyby se tak blisko

siebie.

! Fulvio MeliaNa skraju nieskéczondci s. 26
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DYSK W GALAKTYCE
NGC 7052

OPTYCZNY TELESKOP
NAZIEMNY

I o R KOSMICZNY TELESKOP HUBBLE'A
RCS8-22 = June 18, 1988 « ST Scl QPO

e &
2. P. van der Marel (ST Scl), F. C. van den Bosch (University of Washington) and NMASA

Rys. 11 Zdgcie naziemne galaktyki NGC 7052 (po lewej) oraz pagkszenie
centrum tej galaktyki (po prawej) wykonane przez Téeskop Kosmiczny
Hubble'a, w ktorym obserwujemy charakterystyczny dysk akrecyjny.
Zrodio: http://auger.ifj.edu.pl/UHE/Widmo2-b.html
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Supermasywna czarna dziura w naszej Drodze Mlecznej

Supermasywne czarne dziury, o ktérych pisatem pchedla sa dosyé
odlegte od nas. Znajdugic w innych galaktykach odlegtych o kilka milionéw
lat $wietlnych. Na szaogcie i nasza Galaktyka jest miejscem, gdzie takekitbi
wystepuje. Nie jest tak masywna jak inne obiekty tegputylecz dzki
mniejszej odlegkci mozemy z weksz tatwoscia ja bad&. Znajduje s ona
w radiazrodle o nazwie Sagittarius A*, w skrécie Sgr A*.

Analizujac zdgcia centrum Drogi Mlecznej maa zauwayc¢, ze grSstas¢
gwiazd w tym miejscu jest bardzo zu Kilka miliondw gwiazd zajmuje

dostownie 1 rokkwietlny od pdra Galaktyki. Przedstawia to pasze zdicie:

Rys 12. Zdgcie centrum Drogi Mlecznej w podczerwieni
Zrodio: http://www.astroex.org/english/exercise6/ias.php
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Widaé, ze rzeczywdcie gwiazdy § tu bardzo §cisnigte”. Gdybymy
porownali to z gstascia gwiazd w pobliu naszego Sta to ré&nica jest
ogromna.

Gwiazdy znajdujce s¢ w centrum Galaktyki g stosunkowo bliskie
nam, dz¢ki czemu maemy badaich ruch.

Ciekawej obserwaciji dokonano wzpiierniku 2002 roktf. Obserwujc
ruch gwiazd wokot tee supermasywnej czarnej dziury, zauwa@o gwiaze
o bardzo ciekawej orbicie. Gwiazda S2, o ktérepjtsk tyczy temat, jest jedn
ze stabszych gwiazd znajdaych s¢ w poblizu centrum. Jest to gwiazda
0 masie 15 razy wkszej od Staca i z okoto 7 razy wksza. Interesage byto
to, ze podczas obserwacji gwiazda ta znajdowajgpsawie w miejscu, gdzie
spodziewano 8i supermasywnej czarnej dziury. Obserwacje tego kalbie
wykonywano przez kolejne 10 lat. S2 zakata diug elips;, ktorej ognisko
wskazywato na pozyejczarnej dziury. W momencie napjszego zblienia do
czarnej dziury znajdowatacsraledwie w odlegkxi 17 godzinswietlnych, czyli
okoto 3 razy wecej niz odlegia¢ Stonce-Pluton i poruszata iz szybkdcia
ponad 5000 kilometréw na sekundnapc orbit tejze gwiazdy astronomowie
mogli obliczy¢ mag supermasywnej czarnej dziury — oszacowsgaltig okoto 2,6

min mas Staca.

12 Fluvio MeliaNa skraju nieskéczondci. Supermasywne czarne dziury we wségigtie.s. 37
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NACO May 2002 S2 Orbit around SgrA*
1994.32  1995.53

1992.23

0.05"
- (2 light-days)

The Motion of a Star around the Central Black Hole in the Milky Way e

ESO PR Photo 23¢/02 (9 October 2002) @ Eurppean Southern Observatory e

Rys. 13 Zdgcie centrum Drogi Mlecznej wraz z gwiazg S2 (po lewej) oraz jej
orbita (po prawej)
Zrédto: http://www.solstation.com/x-objects/s2.htm

Pomimo wielkiej gstdéci gwiazd w tym miejscu astronomowie nie do
konca byli pewni obecnimi supermasywnej czarnej dzity Lecz 26
pazdziernika 2000 roku teleskop rentgenowski Chandmbgerwowat w tym
miejscu nagty wzrost emisji promieniowania rentgeskiego. W zaledwie
kilka minut radigrodio Sgr A* emitowalo promieniowanie X 45 razy
intensywniej, by po kolejnych 3 godzinach powtddn zwyktej intensywngi.

Materia spadagra ku czarnej dziurze, jak wiemy tworzy dysk akjegy
Rozmxdzona do ogromnych gotkosci i bardzo $cisnigta zaczyna emitowa

promieniowanie rentgenowskie. To adt mazemy wnioskowd, ze

13 Jarostaw Wiodarczykzarna w Mleczndjttp://www.wiw.pl
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zaobserwowane zjawisko byto wynikiem spadku matkui supermasywnej
czarnej dziurze.

Nalezatoby tu jeszcze wspomriie ze w czasie rozbtysku
zaobserwowano dziesiominutowe wahania intensyw$m promieniowania.
Moc promieniowania w minimum byta 5 razy mniejszhtego w maksimum.
Majac okres zmian promieniowania astronomowie mogliaoswva& wielkos¢
obiektu emitujcego promieniowanie rentgenowskie, opigask na tym,ze
zaden sygnat nie nie poruszé sic z prdkaoscia wigksza od pedkaosci swiatta.
Ku ich zdziwieniu obliczenia wskazywaly na obiektory zajmuje obszar

wewnmtrz orbity Ziemi.
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V. Problem modelowania orbity gwiazdy

obiegaj qcej supermasywn 3@ czarn g dziur e Drogi
Mlecznej na podstawie danych otrzymanych

przez teleskop ESO VLT

Praca niniejsza ma na celu obliczenie, aseWwaie oszacowanie, masy
supermasywnej czarnej dziury w centrum Drogi MlegziW oszacowaniu

masy pomege nam znajonkg praw Keplera, jak i wtasgoi geometryczne

elipsy.

Prawa Keplera

W 1609 roku znany uczony, Johanes Kepler, odkrgwar radzace
ruchem planet wokot Shwa. Jego odkrycie opieralo ¢sina jego
obserwacjach, jak i obserwacjach Tychona Brahebl®mo odkrycia tych praw
byt taki, ze wymagato ono wieloletnich obserwaciji i wielu claln. Lecz gdy
w koncu sk to udato astronomowie mogli z wialkatwoscia scharakteryzowa
ruch planet.

Kepler sformutowat trzy prawa. Kkde z nich opisuje wiasto orbity

planet (zresztnie tylko, o czym dowiemy sidalej).

| prawo Keplera — méwi,ze orbita kadej planety jest elips a Staice znajduje

si¢ w jednym z ognisk teg elipsy.
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Il prawo Keplera — promiéi wodzcy planet zakrda w rownych odsfpach

czasu rowne pola.
P
— =const
AT

,gdzie:
P — pole wodzce
AT — odstp czasu

lll prawo Keplera — mowi,ze kwadraty okresow gwiazdowych obiegu planet

sa proporcjonalne do sgeianow ich wielkich potosi, czyli:

L e

P} a 2)

,gdzie R i P, to okresy gwiazdowe obiegu dwdch planet oraizaa

wielkie potosie orbity planet.

Il prawo Keplera umaiwia nam obliczenie okresu obiegu planety na
podstawie odlegkei planety od Staca, i na odwrot.

Uogodlnione prawa Keplera

Za czasow Keplera dla astronomow odlégtodo gwiazd byly zbyt
dwe, aby je bada W dzisiejszych czasach posiadamy o wiele lepsze
instrumenty naukowe. Wraz z rozwojem astronomii zoka sg, ze prawa

Keplera nie opisaj tylko i wytacznie ruch planet w naszym Ukiadzie
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Stonecznym. Prawa te siniwersalne dla wszystkich ciat niebieskich. Pahyst
w ten sposéb uogolnione prawa Keplera.

| prawo Keplera uogolnione precyzuje,ze ruch ciat niebieskich po
elipsie nie speiniajtylko i wytacznie planety obiegage Staice, ale mee to
by¢ dowolne inne ciato obieggje inry gwiazck. To samo sl tyczy Il prawa

Keplera, ktore réwnie nie opisuje tylko i wydcznie ruch planet.

Na podstawie prawa gienia Newtona maemy wyprowadz wzor na
uogolnione IIl prawo Keplera. Majac ten wzor i znajc wartcgci okresu obiegu
jak réwniez wielkiej pétosi maemy wyliczy¢ sumarycza mag Stonca
I planety.

Wz0r ten przedstawiagsw nastpujacy sSposob:

P2 — 4]72 a3
G(M +m) (3)

Majac powyzsze wiadoméci mozemy przysipic do oszacowania masy

czarnej dziury.
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Rys. 14 Wykres punktow pomiarowych
Zrodto: http://www.astroex.org/english/exercise6/gas.php
Widzimy na powyszym wykresie,ze punkty nie lea na jednej
elipsie, bo kady punkt posiada wksz lub mniejsz niepewnd¢ pomiarove.

Oprocz tego elipsa jest nachylona pod pewnytark do poziomu.

Znajoma@&¢é  ponizszego  rownania  elipsy we  wspddnych

kartezjaskich:

Xy
_+_2_1

a’ b (4)

nie jest wystarczaga.

Problem ten mma rozwazat korzystagc z macierzy i rwnaopartych

na wspotrednych biegunowych.
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Kazdy punkt elipsy we wspotednych biegunowych nima zapisé

X, | _|acosg,
Vo] | bsing, ©)

Te wspoétrzdne opisuj nam punkty elipsy nie obroconej paadnym

jako:

katem osrodku w punkcie (0;0).
Lecz mamy macierz obrotu:
_|cosa  —sina
Qla)=| . (6)
Sihna cosa

Dzieki macierzy obrotu meemy wyliczy¢ wspoétrzdne kadego punktu
elipsy obréconej pod pewnymatem. Wspotrzdne te meemy obliczy

W nastpujacy sposob”:

Xl ] X L | cosa —sing || acosg,
Y, - Y sing cosa | bsing, (7)

X }to wspotrzdne przesurtegosrodka elipsy.

,gdzie|
0 {y

Sr

“ M. RenaultFitting circles and ellipses to data using the kesguares method
http://www.math.temple.edu/~renault/ellipses.html
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Mozna wic kazda wspotrzdna punktu oblicz¢ na podstawie dwoch

ponizszych ostatecznych wzorow:

X, =cos@)lalcosg,) —sin(a) [blsin(g,) + X, (8)

y, =sin(a) lalcosg,) + cos@) [blsin(g,) + v, )

Znapc powyzsze wzory, jak i prawa Keplera vemy przysipi¢ do

0Szacowania masy czarnej dziury.
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Oszacowanie masy supermasywnej czarnej dziury z
wykorzystaniem arkusza kalkulacyjnego Microsoft Exc el

Gdy znamy ju algorytm dopasowania memy go wykorzysta
w praktyce. Do tego celu przygotowalem dokumentribBoft Excel z trzema

arkuszami. Pouej scharakteryzgjkazdy z nich.

Arkusz ,Dopasowanie”

| Microsaft Excel - licencjat 2

iH] Pk Edyga Widok Wstaw Format Marzedzia Dane Ckno  Pomog
FONE=R= WEWENTE NN N TECRE - T A 2|2 = -4 &G 4B 100% ".;F!
: Arial =10 -] B L U= == S @y o %0 Elii-&-a-0
C44 % A

A | B [e o [ E [ F [ 6 T HT U [ 3] &k [ L [M[N] o [ P [ @ R [ s [
gl ] Uzyj ponizszych przyciskéw do ustawienia parametréw orbity gwiazdy obiegajace] czama dziurg
12| Do dyspozycji mamy wspdtrzedne Srodka elipsy. ktdra jest orbita, nachylenie oraz pétosie elipsy: wielka (a} i matg (b)
3] Ustaw te parametry tak, aby suma odleglosci pomiedzy danymi punkiami a punitami dop j elipsy byly jak najmniejsze. Wartos¢ sumy mozesz sprawdzié poprzez
| 4 | nacigniecie przycisku "Policz” w polu "Suma odleglosci”. PoniZej otrzymasz oszacowna mase czamej dziury w kg oraz w masach Storica
5
| 6 | Wspotrzedne srodka dopasowanej elipsy Kat obrotu elipsy Mimosrad orbity
7
Ea x [arc sec arc sec] 0.895343
19 | 0,044 -0,085 1.87
10|
"
| 12| -0.001 +0.001 - 0.001 +0,001 -0.01] +0.01
13
4]
15 ] e r . .
|16 Dopasowanie elipsy do wspétrzednych gwiazdy =
| 17 | Parametry elipsy orbity i} . _ .
18 ohlegajqcej supermasywng czarng dzmrq
E a [arc sec] b [arc sec] 3
| 20 | [arc sec] > 0,119 0,053 S
21 [dni $w] > 4,879 2173 g B
| 22 T .-
23 - 0,001 + 0,001 -0,001| +0.001 S T T T T T :
24| 4 —‘ -0,040 8020 0000 0020 0040 0066 0080 0100 0,120
[= . £ 3
[25) ; .
| 26| g :
| 27 | Okres obiegu P l N
E 16,026 Iat T .  Dopasowanie
% 505395936 5 g [ 4 Ognisko 1
|31 H - MOgnisko 2
32| = JSrodek elipsy
|33 Suma odleglosci (im mniejsza tym lepiej) . :
34 . Z
35 Policz 0.076100848 = == :
E3 . o
Ed i . |
£ Masa [kg] : .
39 4,67E+36 kg 425605
40
1] Mas Stonca e
22 2,35E+06 mas Stoiica
143 2,35 min mas Storica
i —1 - 3
i« « » )\ Dopasowanie, Obliczenia / Dane / |« [ (|
jdaabl (M = | @ | CEEHE)EH| S 8 N |
Gotowy UM

Rys. 15 Arkusz ,Dopasowanie”
Zrodto: wiasne
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W arkuszu tym mzemy zmienid parametry orbity elipsy, takie jak
wielka pota (a), mata poté (b), kat obrotu () czy wspétrzdnesrodka elipsy.
W celu zmiany kadego z parametrow mamy po dwa przyciski dadego
z nich — jeden zmniejszagy parametr, i drugi zwkszapcy. Po zmianie
dowolnego parametru wykres elipsg gmienia.

Do kazdego wymienionego powg] przycisku przypordkowany jest
skrypt w gzyku Visual Basic zmieniagy zawarté¢ komorki o wartéé
znajdupca sie w etykiecie przycisku. Przyktadowy skrypt wyda tak:

Sub Przyciskl Klikacie()
Arkusz1.Cells(9, 2).Value = Arkusz1.Cells(9, aki¢ - 0.001
End Sub

Skrypt ten modyfikuje warté komérki w wierszu 9 i kolumnie 2,
odejmupc od niej warté¢ 0.001.

Aby sprawdzt, czy wybrane przez nas parametry elipgynajblizsze
wiasciwych klikamy na przycisk Policz — w polu obok e wyliczona suma
odlegtaci pomidzy punktami pomiarowymi, a najbdizym punktem elipsy. Im
suma ta jest mniejsza, tym elipsa jest lepiej dowasa. Skrypt wykonagy

powyzsze obliczenia wygta tak:

Sub Przycisk13_Klikecie()

Dim dane_x, dane_y As Double
Dim licznik1, licznik2
Dim el_x, el_y, odl, odl_min As Double

Dim suma As Double

39



suma =0
For licznikl =0 To 18
dane_x = Arkusz3.Cells(6 + licznikl, 3).Value
dane_y = Arkusz3.Cells(6 + licznikl, 4).Value
odl_min =100
For licznik2 =0 To 99
el _x = Arkusz2.Cells(11 + licznik2, 5).Valu
el_y = Arkusz2.Cells(11 + licznik2, 6).Valu
odl = Sgr((el_x - dane_x) * (el _x - dang+xel_y - dane_y) * (el_y - dane_y))
If (odl < odl_min) Then
odl_min = odl
End If

Next licznik2
suma = suma + odl_min

Next licznikl
Arkusz1.Cells(35, 4).Value = suma

End Sub

Skrypt do kadego punktu pomiarowego z arkusZaapne” wyszukuje
najblizszy punkt leacy na dopasowane] do danych elipsie z arkusza
,Obliczenia” | odlegtdg¢ do tega najblizszego punktu dodaje do zmiennej
suma W moim przypadku punktow na elipsie jest 100, m@na zwekszye

doktadnd¢ i da¢ tych punktéw wcej. Aby to zrobt w arkuszu Qbliczenia’
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zmieniamy warté¢ zmiennejdelta_gammaJda przyjtem delta_gammadwne

2n . Kat ¢, zwigksza s¢ codelta_gamma
10C

Najistotniejszym polem w tym arkuszu jest pole cszeanej masy.
Mas; otrzymujemy w kilogramach oraz w masachri8tm Mag w kilogramach

otrzymujemy ze wzoru:

_arra’
= TpiG (10)

,gdzie:
a — wielka poté orbity
P — okres obiegu

G — stata grawitacji

Aby otrzym& mag w masach Sitca naley podzielc mag
w kilogramach przez masStonca.

Wszystkie wartéci znajduace s¢ w arkuszu trzeba przeliczyna
jednostki SI np. okres mierzony w latach trzebaelpezy¢ na sekundy, dni
swietlne na metry itd. W arkuszu obliczenia przygettem podstawowe
przeliczniki: rok w sekundach oraz dzidwietiny w metrach. Znajdaj sSic
rowniez w tym arkuszu takie stale jak stala grawitacji @zomasa Sikca
w kilogramach.
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Arkusz ,Obliczenia”

W arkuszu Obliczenia wykonujemy wszystkie obliczepptrzebne do

0oSzacowania masy.

B plik Edyca Widok Wstaw Format Meredzia Dane Qkno  Pomog
BE gL VE SRR % = -4l Al 100%
10 - B I U % o 5 RS R
]
T ) E i; T & ¥ MmN
Obliczenia Ognisko 1 Ognisko 2 Srodek elipsy
X v x y x ¥
0,003415847 0.008069471 0.084584153 -0,178069471 0.044 -0.085
delta_gamma | 0,062831853
1rok= 31536000 s
gamma x_podst y_podst x_trans y_trans Pola
0,115 0 -0.00196693  0.020413642
0,062831853 0,114773074 0,003390688 -0,004984326 0.01885033 7.18E-05 1dz. Sw= 25902 068 371200 m
0125663706 0,114093191 0.006767995 -0,007808343  0,016877169 0,000113 I
0,188495559 0,112963034 0.010118591 -0,010427897 0.014501944 0.000154 G
0251327412 0,111387064 0013429254 -0.012832648  0,011734032 0.000195 6.67E-11
0,314159265  0,109371499 0,016686918 -0,015013107  0,008584354 0,000237 | |
0,376991118 0,106924296 0.019578726 -0,016360669  0.005065341 0,000278 Masa Stofica |
0439822972 0104055111 0022932082 -0,018667646  0.001130882 0.000319 1.99E+30 kg
0.502654825 0,100775268 0026014698 -0.020127303 -0,003023733 0.000359
0565486678 0097097711 0028934647 -0.021333878 -0,007561872 0,000399
0628318531 0,093036954 0031740404 -0.022282611 -0,012405623 0,000438 Pl 3,141592654
0,691150384| 0,088609023 0.034420895 -0,022969756 -0.017535871 0,000476
0,753982237| 0.083831392 0.036965544 -0,023392603 -0,022932363 0.000513
0.81681409 0078722917 0,039364306 -0,023549481 -0,02857382 0.000548
0.879645943 0,073303759 0.041607715 -0.023439773  -0.034437959 0,000583
0,942477796  0,067595304 0043686918 -0,023063911 -0.040501643 0,000615
1.005309649 0,061620081 0,045593708 -0,022423378 -0,046740942 0,000646
1,068141502 0,055401673 0.047320561 -0,021520702 -0,063131232 0000676
1,130973355  0,045964619 0.048660661 -0,020359446 -0.059647293 0,000703
1,193805208 0042334324 005020793 -0,018944193  -0,06626341 0,000728
12566637061 0,035536954 0.051357052 -0.017280528 -0.072953472 0000752
1319468915 0028589337, 0,052303491 -0 015375016 -0,079691076 0000773 c | 0,101533246
1382300768 0,021548851 0,053043512 -0.013235179) -0.086443632 0,000791
1445132621 0,014413322' 0053574194 -0,01086946 -0,093202467 0,000808
1507964474 000722091 0.053893443 -0.008287197| -0,09992293 0,000822
1,570796327| -6,9561E-17 0,054  -0,00549858 -0,106584493 0,000833 I !
1.63362818  -0,00722081 0.053893443 -0.002514614 -0,113160885 0,000842
1,696460033| -0.01441332 0.053574194  0,000652923| -0.119626132 0,000849
1.759291886 -0.02154885 0,053043512 0003991531 -0,125954725 0,000853
1,822123739 -0.02659934 0052303491 0,007488035 -0,132121683 0000854
1,884955592 -0,03553695 0.051357052  0,011128634 -0.138102686 0,000853
1,947787445 -0.04233432  0,05020793  0,014898962  -0,14387411 0,000849
2,010619298 -0,04596462 0,048660661 0,016784138 -0,149413185 0,000842
2,073451151, -0,05540167 0,047320561 0,02276853  -0,15469805 0,000833
2136283004 -0,06162008 0045593708 0026837312 -0,153707848 0,000822 |
2199114858 -0.0675953 0.043686918 0030973526 -0.164422811 0.000808 delta P 31536
47| _ 2261946711 -0.07330376 0.041607715  0.035161151] -0.168824327 0000791
4 4 » wl\ Dopasowanie ’ Obliczenia{ Dane do wylizeniz okresu  Dane /' | |
A bl | = | © 4R s =
Gotguy HUM

Rys. 16 Arkusz ,Obliczenia”
Zrodto: whasne

Najistotniejszymi polami w tym arkuszw gola gamma x_transoraz
y_trans Wykorzystujemy je do przygotowania wykresu dopeaaej elipsy.

Wartas¢ w polu gamma zmieniagto delta_gamma od zera. Jest 40 k
biegunowy punktu elipsy.

Pole x_trans to wspokdna x punktu na elipsie. Liczymy go ze wzoru:
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X, =cos@)lalcosg,) —sin(a) [blsin(g,) + X,

Pole y_trans to wspokdna y punktu na elipsie. Liczymy go ze wzoru:

y, =sin(@)[alcosg,) + cos@) [blsin(g,) + VY,

W kolumnie ,Pola” obliczane as pola pom¢dzy dwoma sgsiednimi

punktami na elipsie. Jest to potrzebne do wylic@kresu obiegu gwiazdy.
Arkusz ,Dane do wyliczenia okresu”

Arkusz ten stay do oszacowania okresu obiegu gwiazdy wokot czarne
dziury. Klikajac przycisk ,Znajd Dbliskie punkty” skrypt wypisuje nam
wspohrzdne oraz kt gamma najbliszych punktéw na elipsie do punktow
danych. Po przyénicciu przycisku ,Wylicz pola” skrypt liczy nam rownie
pola wodace pome¢dzy dwoma punktami na dopasowanej elipsie. Z limara
Keplera wiemy,ze w statej jednostce czasu cialo niebieskie Z#krénia
laczaca siebie i obiegane cialo réwne pola — z@oto nam postky¢ do

obliczenia okresu obiegu.
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£] Microsoft Excel - licengjat 2
& Pk Edycja Widok Wstaw Format Marzedzia Dane Okno Pomog pisz pytanie do Pomoc o8 %

DEERS SGRIVE AGE-F9-0- &> -3 |@Pww: -@7

il -0 -|B I U = By mwwBFEH-2-A-D

N22 b e =(M22"5K$32)/L.22

[ a T B ] c [ b T E F G | H T T T T T |
-
| 2| 'Dane do wyliczenia okresu obiegu gwiazdy $2 woko! czarnej dziury
3
4..
B
? Znajdz bliskie punkty Oblicz pola
&
9
10 L Czas x i kat Nrw Obliczenia Nr Pole  CzasAT  Okres
1] 1 1992226 0108045294 -0,16704 3644247 58 1-2 000125756 2,095 3260102
12 2 1994321 009570644 -0,18693 3267256 5 2-3 0,00060547 1,210 38,9880
13 3 1995631 (003666166 -0.1916 3078761 49 34 000058876 0,725 24,02313
14 4 1996256 007610557 -0,1925 2890265 46 45 0,00058878 0,172 5869928
| 15 5 1996428 007610557 -0.1925 2890265 6 5.6 000112750 1,115 1929293
| 16 6 1997,543 0,051995568 -0,18298 2513274 40 6T 0,00071715 0,822 2236156
17 7 1998,365 0.036077331 -0.16882 2261947 36 75 000052232 1,100 41,08606
118 | 8 1999465 0.022699143 -0,15468 2,073451 33 8-9 0,00134678 1.009 1461624
19 9 2000474 -0,005520139 -0,10653 1570796 28 910 000134678 0,049 0709807
20| 10 2000623 -0.005520139 -0,10653 1,670796 2 10-11 0,00099147 0,979 1926395
| 21 1 2001502 -0.018925425 -0.0662 1,193805 19 1112 0,00221942 0.750 6592714
| 22| 12 2002262 -0.016870573 0,005126 0,376991 [} 12-13 000072779 0.082[ 2785721
|23 13 2002,334 -0,00770644 0,016929 0,125664 2 13-14 0,01854668 0,074 0,077841
|24 14 2002408 0,00822993 0022627 6.09469 97 415 000120111 0.167 2712536
25 | 15 2002,575 0,031812028 0,015581 5717699 9 15-16 0,00041473 0,075 352811
26 16 2002,650 0.040228391 0009985 5592035 89 16-17 000171966  0.564 6398487
27| 17 2003214 0,073159897 -0,02616 5.08938 81 1718 000022051 0,139 1229771
2 18 2003353 0.076924452 -0,03193 5026548 80 1819 0,00022144 0,101 889845
|29 19 2003454 0,080559069 -0,03791 4963716 79
30
|31
| 32 Pl'a*b= 0,019509
3
EX
3%
36
EL
3
139
40
41|
42
43|
44
| 48
46
1«7« ¥ W[\ Dopasowanie { Oblizena ), Dane do wyliczenia okresu {Bane / |
Az bl | = | @ |28 el RN
Goigy NUM

Rys. 17 Arkusz ,Dane do wyliczenia okresu”
Zrodio: wiasne

Aby policzg¢ pola trzeba podziéi pole elipsy na trojty.
Wierzchotkami kadego trojkta jest ognisko elipsy oraz dwa punkty na
dopasowanej elipsie. Sumaj takie trojlaty otrzymujemy przyblione pole
powierzchni pomidzy dwoma ssiednimi punktami, ktore znajdugie najblizej
danych punktow.

Zatozmy, ze punkt ogniska oznaczymy przez punkt A(x1,yl)rvwszy
z punktow na elipsie B(x2,y2) oraz drugi punkt nlgpsse C(x3,y3). Pole

pojedynczego trojta obliczymy ze wzoru:

o
P==x2 y2 1
x3 y3 1
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Sumugpc takie pojedyncze trégiky pomiedzy dwoma punktami

pomiarowymi otrzymujemy pole wodee gwiazdy.

0020 0,000 0.0z

Rys. 18 Sumujemy pola trojlkatéw aby policzy¢ pole wodzce gwiazdy
Zrodio: wiasne

Arkusz ,Dane”

W tym arkuszu znajdaj sie wspéhrzdne gwiazdy obiegagej

supermasywanczarm dziur otrzymane z teleskopu ESO VLT.
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V. Whnioski i wyniki

Astronomowie od wielu lat przewidywalize w centrach wekszdaci
galaktyk znajdyj sie czarne dziury. Ich obecdo®w tych miejscach ma by
bardzo istotna, bo magone wplyw#& na procesy formowania ¢sigwiazd.
Niestety obserwacja tych ciat jest bardzo trudma,emitup promieniowanie
elektromagnetyczne w wkszaci w zakresie rentgenowskim. | to nie
zawsze, bo jeeli mowimy o czarnej dziurze stacjonarnej, czyk btiagajcej
zadne] materii z bliskiego otoczenia, to o takimmim@niowaniu nie mze by
mowy. Latwaé obserwacji zaley wiec od obecnsci materii w pobliu czarnej
dziury. Jéli znajduje s¢ ona wystarczago blisko i jest jej rownie
wystarczagco dwo to czarna dziura emituje promieniowanie przezkwsz
cze$¢ czasu, jak rownietworzy bardzo jasny dysk akrecyjny.

Nietrudno zauway¢, ze odkrycie czarnej dziury w kwazarze 3C 273
byto tatwiejsze za sprawduwzej ilosci materii oraz diej jej gestasci w tym
miejscu. Niestety tak siskltadaze kwazary g bardzo odlegte od nas, a to rodzi
wiele probleméw przy doktadniejszych obserwacja&townie chodzi tu
oto,ze Swiatto przemierzac tak dua odlegid¢ przez d&rodek
migdzygwiazdowy zmniejsza swoje Ratnie, a po drodze ¢& sSwiatta
zatrzymywana jest na obtokach materigdaygwiazdowej. Za spraego nie
znamy peitnej natury tych ciat. Trudnoztpowiedzi€ coé wigce] 0 czarnej
dziurze. Gtownym potwierdzeniem istnienia czarrnepdy w kwazarze 3C 273
byta obecné&¢ dysku akrecyjnego oraz wyrzutu materii w postata,j

Na szcegscie czarne dziury o ogromnej masie znajdsig blizej nas.
Obiekty te znajduj sic w centrach bliszych galaktyk. \&d6d grupy tych
galaktyk znajduje sitez nasza Droga Mleczna.

Czarna dziura w Drodze Mlecznej znajduje siradiczrodle Sagittarius
A*. Niestety wielkim problemem jest jej obserwacjdie tworzy ona dysku
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akrecyjnego, a emitowanie promieniowania rentgekeg® zdarza sibardzo
rzadko. Powodem tego jest matasdanaterii w pobliu czarnej dziury. Czarna
dziura ta nie jest wC taka efektowna jak w przypadku kwazara 3C 273tdgjo
przez wekszag¢ czasu supermasywna czarna dziura w tym miejsca byt
niezauwaona, mimo ze naukowcy przypuszczali obesthotakiego ciata
w Drodze Mleczne,.

Wielkim sukcesem zakwzyta s¢ obserwacja gwiazd znajdgiych se
w centrum naszej galaktyki. Obserwacje te nieste@pymagaty wielu lat.
Podczas obserwacji odkryto dziwnie zachawaljsic gwiazde, ktora w pewnym
okresie czasu znajdowateg Jorawie w punkcie centrum Drogi Mlecznej. To
zrodzito szans na wyznaczenie masy ciata, ktore tak ,kierowak'wiazd.
Obliczenia potwierdzity przypuszczenia — w tym mej znajduje s8i
supermasywna czarna dziura.

Tak samo jak astronomowie paldim sk zadania obliczenia masy
supermasywnej czarnej dziury w Drodze Mlecznej. ateel opiera g na
¢wiczeniu ESO Astronomical Excercise. 8Wiczeniu znajdujemy wspokedne

gwiazdy obiegaicej czari dziure w réznym okresie czasu.

Nr Czas X [arc sec] yJ[arcsec] dx]J[arcsec] dy [arcsec]

1 1992,226 0,104 -0,166 0,003 0,004
2 1994321 0,097 -0,189 0,003 0,004
3 1995,531 0,087 -0,192 0,002 0,003
4 1996,256 0,075 -0,197 0,007 0,010
5 1996,428 0,077 -0,193 0,002 0,003
6 1997,543 0,052 -0,183 0,004 0,006
7 1998,365 0,036 -0,167 0,001 0,002
8 1999,465 0,022 -0,156 0,004 0,006
9 2000,474 0,000 -0,103 0,002 0,003
10 2000,523 -0,013 -0,113 0,003 0,004
11 2001,502 -0,026 -0,068 0,002 0,003
12 2002,252 -0,013 0,003 0,005 0,007
13 2002,334 -0,007 0,016 0,003 0,004
14 2002,408 0,009 0,023 0,003 0,005
15 2002,575 0,032 0,016 0,002 0,003
16 2002,650 0,037 0,009 0,002 0,003
17 2003,214 0,072 -0,024 0,001 0,002
18 2003,353 0,077 -0,030 0,002 0,002
19 2003,454 0,081 -0,036 0,002 0,002
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Problem znalezienia parametrow orbity gwiazdy r@zaiem z pomag
geometrycznego dopasowania elipsy do punktow pawigh opierajc sk na
biegunowych réwniach elipsy. Kdy punkt pomiarowy jest obarczony pewn
niepewngacia, co rodzi problem doktadnego obliczenia masy.

Wszelkie obliczenia wykonatem w programie Microdeficel. Pomocna
byta znajoméc¢ jezyka Visual Basic, ktora utatwita obliczenia.

Dopasowujc parametry elipsy znalaziem najbardziej paseij do

punktéw pomiarowych. Parametry te wyngszipowiednio:

Wielka poia a:
a = 4,715 dnikwietlnych
Mata pota b:
b = 2,214 dniswietinych

Orbita ma wgc mimasréd réwny 0,882898.

Okres obiegu gwiazdy obliczytem dziel elipg na trojlkaty. Sumujc
takie mniejsze trojty otrzymujemy przybfione pole wodae gwiazdy
w odstpie czasu, a to z Il prawa Keplera pozwolito miicbj¢ okres biegu.

Okres obiegu wynosi:

P =14,51367 lat

Wyznaczone parametry pozwolity mi na wyliczenie yna@zarne] dziury ze

WZOru.

3
|v|:47722a
P-G
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Niepewnd¢ pomiarovg masy obliczymy ze wzoru:

a:a—MAa+
oa

M irp
oP

Obliczona masa wynosi:
M = 5,14*10%° kg + 3,98*10" kg

A to jest:
M= 2,58 min mas Staca £ 2 tys. mas Shica

Masa literaturowa:
M = 6,5*10°® kg + 2,0*10° kg

Masa literaturowa w masach 8&a:
M, = 3,3*1CF mas Staica + 1,010 mas Staica

Najwickszy wpltyw na warté& masy ma wielka pokoorbity. Zmieniagc
jej wartcs¢ o 0,001 arc sec masa zmienia 8i0,13*16° kg. Im wielka poté
jest wiksza tym masa tejest wiksza. Okres obiegu ma mniejszy wpityw, bo
we wzorze jest w petize drugiej. Zmienia on ma® 0,01*13° kg co 0,014
roku. Im wikszy okres obiegu tym masa jest mniejsza.

Widaé, ze otrzymana masa jest ogromna. Nie istnigdna gwiazda
majca tak mag. Jedynym cialem o takiej masie i tak matych rozowamaze
by¢ supermasywna czarna dziura.

Poréwnujc wynik z wynikiem obliczonym przez astronoméw widy
pewne odchylenia, ale znajdag st w granicach kidu pomiarowego. Mae on

by¢ spowodowany matliczba punktow na dopasowanej elipsie.
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V1. Instrukcja

Temat: Oszacowanie masy supermasywnej czarnej dziyiw centrum Drogi
Mlecznej

Pojcia: prawa Keplera, wtasia orbit planet

Na pocatku 17 wieku znany uczony Johannes Kepler wyprow#ds prawa nazwane jego
nazwiskiem, ktére to opisuyuch planet wokét Steca:

1. Planety poruszajsie po orbitach eliptycznych wokét Stoa, a Stace znajduje si
w jednym z ognisk elipsy.

2. Pole A zakrélane przez ling taczaca Stonce i planet w danej jednostce czasu jest
takie samo.

A
— =const
At

3. Kwadrat okresu obiegu planety jest proporcjonaloyzdécianu wielkiej potosi
orbity.

Wyprowadzono na podstawie Il prawa okres P mma obliczy z poniszego wzoru:
P2 — 4]72 a3
G(m, +m,)
,gdzie:
G — stata grawitaciji
m; — masa Stica
m, — masa planety
a — wielka poté orbity planety

Zadanie 1 (opcjonalne)

Pierwsze prawo Keplera mowi name planety poruszajsie po elipsie. Elipsa grodku
w punkcie (0,0) jest krzywy ktOra przechodzi przez punkty (x,y) spelat®d ponisze
rownanie:

)2+ ()7 =1
a b
Przyjmijmy, ze:
a=10
b=5

W arkuszu Excela wylicz kilka punktow (x,y).
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Zadanie 2 (opcjonalne)

Oblicz sumarycznmasg Ziemi i Staaca wywajac |l prawa Keplera wiedg, ze wielka péts
orbity Ziemi wynosi 150 milionéw kilometréw, okresbiegu wynosi 1 rok oraz znaj
wartai¢ statej G = 6,67*10'm>s%kg™.

Zadanie 3

Otworz dokument Excela zéwiczeniem. Do wyboru & tutaj cztery arkusze:
.Dopasowanie”, ,Obliczenia”, ,Dane” oraz ,Dane doykczenia okresu”. OtwoOrz arkusz
.,Dopasowanie”. Za pomacprzyciskoOw ustal parametry elipsy, ktéra jest trlobiegajcej
supermasywanczarm dziure gwiazdy S2. Maesz zmieniatakie parametry jak: wielka pato
a, mata poté b, wspotrednesrodka elipsy, nachylenie elipsy. Dobierz paramédky aby po
wcisnieciu przycisku ,Sprawgl’ w sasiedniej komaérce warfo byta jak najmniejsza.

Zadanie 4

Otworz arkusz ,Dane do wyliczenia okresu”. Prawgi przycisk ,Znajd najblizsze® [
wyswietli si¢ lista punktéw najbfiszych do punktéw pomiarowych. Nashie wyj przycisku
,Oblicz pola” aby obliczy pola wodzace gwiazdy. Znajc pola oraz odgpy czasuAT oblicz
okres obiegu gwiazdy. Obliczony okres wprowad arkusza ,Dopasowanie” w polu ,Okres
obiegu P”. Odczytaj masczarnej dziury w polu ,Masa” oraz ,Masa w masaébnga”.
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