2. DYSKUSJA BLEDOW POMIAROWYCH '

2.1. ZRODLA I PODZIAL BLEDOW -

Pomiarem nazywamy czynnoéci zwigzane z ustaleniem wartosci liczbowej miary
(por. § 1.1) danej wielkosci fizycznej. Pomiary wykonujemy za pomoca narzedzi po-
miarowych, na ktére skladajz si¢ wzorce miar (odwazniki, przymiar, pojemniki itp.)
oraz przyrzady pomiarowe (waga, mierniki elektryczne itp.). Przyrzqdy pomiarowe
podzieli¢ mozemy na: bezposrednie, pozwalajgce odczytywal bezposrednio miarg
wielkosci fizycznej (np. suwmiarka, sekundomierz, omomierz itp.) oraz posrednie
(np. cyrkiel, opornik wzorcowy itp.), ktére nie daja wprawdzie bezposrednio miary ,
- wielkosci fizycznej, lecz pomiar umozliwiajg. Ze wzgledu na sposéb pomiaru, wielkosci
 fizyczne podzielié mozemy na: proste i zlozone. Miarg wielkosci prostej otrzymujemy
w wyniku bezposredniégo pomiaru wykonanego za pomocg jednego przyrzadu pomia-
~ rowego. Celem uzyskania miary wielkosci zlozonej musimy wykonaé réwnoczesny pomiar
kilku wielkosci prostych, stosujac nieraz bardzo zlozong aparature pomiarowz. Samg -
miarg wielkosci zlozonej obliczamy wtedy z wzoru fizycznego.

Otrzymana w wyniku pomiaru miara wielkodci fizycznej x rézni sie od prawdziwej
miary. x,. Réznice x—&, = & nazywamy rzeczywistym bledem bezwzglednym wielkodci :
mierzonej. Ze wzgledu na zrédla, bledy podzielié mozemy na bledy przyrzadu pomiaro- .
wego, bledy metody pomiarowej (wynikajace np. z przybliZonego charakteru wzoru), :
btedy powodowane niedokladnoscig zmysléw lub wreszcie stétystycznym charakterem
zjawiska. Ze wzgledu na sposéb w jaki bledy wptywajg na wynik pomiaru d21e11my je.
na trzy nastepujgce grupy: systematyczne, przypadkowe i grube.

a. Bledy systematyczne. Zawsze w ten sam. sposdb wplywaja na wyniki pomiaréw
* wykonanych za pomocg tej samej metody i aparatury pomiarowej. Przy zmianie wa-
runkéw pomiaru wedtug - okreslonej prawidlowosci, blgd systematyczny zachowuje
stalg wartoé¢ lub zmienia si¢ w sposéb prawidlowy. Wlele roznorodnych przyczyn moze
spowodowaé powstanie bledu, systematycznego.

Minimalna warto$¢ bledu systematycznego jest okreslona dokladnosciq stosowanego
przyrzadu (lub jego klasa w przypadku miernikéw elektrycznych, por. § 18.03). Przy-
rzady skonstruowane s3 w ten -sposéb, by wyniki prawidiowo Wykdnanych pomiaréw
- r6znily si¢ od warto$ci prawdziwej %o nie wigcej niz o warto$¢ najmniejszej dziatki
~ skali lub ulamek tej dzialki okreslony klasa przyrzadu. Wartodé najmniejszej dziatki,
czyli odleglosé miedzy sasiednimi kreskami na skali przyrzadu lub ulamek tej odleglosci
okreslony klasa przyrzadu nazywaé bedziemy dokladnoscia odezytu i oznaczaé symbo-
~ lem Adx. Wartos¢ prawdziwa x, moze by¢ wigksza albo mmejsza od wartoscl odczytanej

x, stad dokladno$é¢ odczytu moze byé¢ dodatnia lub ujemna + Ax.

Przyktad. Zapomocy miarki, na ktérej zaznaczono kazdy centymetr, ztmicrzono dhugodé [ przed-
miotu, otrzymujac warto$é ! = 78 cm. W tym przypadku dokladno$¢ odezytu wynosi Al = +1 cmj

(141 | =1 cm). Zatem rzeczywista dtugodé przedmiotu m{es’ci sie w granicach od Iy = 77 do I, = 79 cm,

ca mozZemy zapi;saé w postaci [ = (78 +1) cm.

Innym Zrédiem bledu systematycznego jest blad skali przyrzadu, spowodowany
’trwalym jego uszkodzeniem lub wadliwym wykonaniem. Do tej grupy zaliczymy réw-
plez’ blgdy wynikajace z niewlasciwego sposobu wykorzystania przyrzadéw, np. zlego .
‘ustawienia, niewlasciwej temperatury otoczenia, wilgotnosci itp. Celem wyeliminowania
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bledéw tego typu naleZy przyrzady wykorzystywaé w sposéb zgodny z mstruch;
i co pewien czas kontrolowaé, to znaczy poréwnywaé ich wskazania ze wskazaniami
wzorcéw pewniejszych*.

Przyczyna bledu systematycznego moze by¢ zla metoda pomiaru. Jezeli np. mierzac
wydiuzenie drutu, odczytu_]emy poloZenie obcigzonego kotca przyjmup‘,c, ze drugi,
zamocowany koniec nie zmienia swego poloZenia, to wynik pomiaru, poza wladciwym
wydluzeniem, zawiera przyczynek pochodzgcy od ugiecia zawieszenia. Blad taki mozna
wyeliminowaé przez ulepszenie sposobu pomiaru.

Pewna grupa bledéw systematycznych wynika z prayblisonegs charakteru wzordw
stosowanych do obliczenia wielkosci zlozonej. Tego typu blad popelniamy obliczajac
przyspieszenie ziemskie z wzoru 7" = 27 }/lfg wtedy, gdy pomiar okresu wykonalismy
przy duzej amplitudzie wahad. (Wzér na okres jest wyprowadzony przv ZSiozenlu
malych katéw wychvlenia.)

Biad systematyczny moze by¢ wprowadzony réwniez przex samego eksperymenta-
tora (np. blad paralaksy, por. § 18.03). Ostatnio ten rodzaj bledéw coraz czesciej eli-
minuje si¢ przez zastosowanie automatycznego zapisu wynikéw za pomocy przvizadéw
rejestrujgcych np. pisakéw itp.

Bledy systematyczne mozna zmniejszaé nicograniczenic udoskonalajac metode
pomiaru lub stosowane przyrzady, przez zastosowanie dokladniejszych wzordw, lub
wreszele przez wyeliminowanie bledéw popelnianych przez eksperymentatora.

b.{Bledy przypadkowe. Zalézmy, ze pomiar wykonujemy wielokrotnie, za pomocs
przyrzgdu, ktérego dokladnos$¢ jest bardzo duza, a wiec blad systematyczny maly.
W takim przypadku moze sie zdarzy¢, Ze réznice miedzy wynikami kolejnvch pomiaréw
bedg znacznie przewyzsza¢ blad systematvezny. Blad, ktdrvm obarezony jest kazdy
z pomiardw, nazywamy bledem przipadtowvm! Wiele raznoiodnych przvezyn moze
spowodowa¢ powstanie bledu przypadkowego. Moze on wynika¢ z wlasnoses przedmiotu
mierzonego, np. przy pomiarze rednicy drutu wynika¢ moze z wahan $rednicy. Tnnym
jego Zrédlem sa wlasnosci samego prayrzqdu pomiarowego, ktérego wskazania zalezg
od przypadkowych drgan budynku, ruchéw powietrza, tarcia w lozyskach, docisku
(np. mikromierza) itp. Bledy przypadkowe moga mie¢ za przyczyne réwniez podioze
fisjologiczne np. zjawisko spostrzezenia chwili wigczenia sekundomierza, okreslenia
réwnosci oswietlenia poszezegdlnych czeéci pola widzenia lub ustyszenia ekstremum
natezenia dZwieku itp. Bledéw przypadkowych nie mozna Wyeliminowaé Tecz ich
wplyw na wynik ostateczny mozna scisle okresli¢ ¢y Bedzie to przedmiotem nastepnych
paragrafow,

¢. Bledy grube lub pomylki wynikajq = niestarannosci eksperymentatora. Celem wy-
eliminowania takich bledéw nalezy powtdrzy¢ pomiary. Poniewaz bledy grube sg do
uniknigcia, wyeliminujemy je z dalszych rozwazan.

d. Ze wzgledu na sposéb zapisu rosrésmiamy bledy bezwzgledue, wagledne © procen-
towe.

Biledem bezwzglednym nazywamy odchylenie wyniku pomiaru od wartosei rzeczy-
Wistej wyrazone w takich jednostkach jak Wielkos'é mierzona Biqd bezwzgledny nic

*Kontrolowamem przyrzadéw stosowanych w przemysle i handlu zajmuje si¢ Centralny Drzad
Jakodci 1 Miar.
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ny wynosit 4/ = 1 cm, to warto$¢ wykonanego pomiaru oceni¢ mozemy tylko wtedy,
gdy znamy bezpodredni odeczyt I Blad 4/ = +1 cm jest bardzo duzy wtedy, gdy
[ = 5 cm, a bardzo maty wtedy, gdy / = 5 km. Stad teZ musimy zawsze obok wartoséci
otrzymanej z pomiaru zapisa¢ blad

44l = (10241} cm. (2.1)
:’ Tak zapisany rezultat nazywaé bedziemy wynikiem pomiaru. Podkredlic tu nalezy,
7e rezultat pomiaru bez oceny dokladnosci jest bezwarto$ciowy.

Bledem wzglednym nazywamy stosunck bledu bezwzglednego do wielko$ci mierzonej
| T

7 Jest on wielko$cig niemianowang. Blad wzgledny wyrazony w procentach nazywany
[ & !
Al . )

bledem procentowym B, = }%—‘ 1009,. W ten sposéb zdefiniowany blad procentowy
te|

nie zawiera zadnych informacji na temat samego wyniku lub bledu bezwzglednego.
Pelng informacje o wartodci wykonanego pomiaru dajg 1gcznie: wynik pomiaru i blad
bezwzgledny Iub procentowy. Stad podajac bezposrednio rezultaty pomiaru w pra-
cowni, nalezy podaé zaréwno wynik pomiaru jak i blad procentowy. Tak wigc w cyto-

wanym przypadku réwnanie (2.1) napiszemy w postact ,
[ = (102+1) em, B, = 19, (2.2)

2.2. TEORIA BLEDOW PRZYPADKOWYCH WEDLUG GAUSSA;
ODCHYLENIE STANDARDOWE

W obecnych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przypadku pomiaréw, w ktérych
blad systematyczny mozemy pomingé w poréwnaniu z bledem przypadkowym. Dla
przykladu w tabeli 2.1 przedstawiono wyniki duzej liczby pomiaréw wykonanych z tg
samg dokladnoscig. Wyniki te uporzadkowano wedlug rosngcych wartosci i przedsta-
wiono graficznie na rys. 2.1. Zauwazymy, Ze bardzo rzadko pojawiajg si¢ wartodci maie
i duze, natomiast najczescie] wystepujg wartosci posrednie.

Przedstawiony tu przyklad postuzy nam do sformulowania podstawowych zatoZen
teorii bledéw przypadkowych. Nasze obecne rozwazania dotyczyé beds przypadku,
gdy catkowita liczba pomiardw # — oo i wyniki w sposéb ciagly pokrywajg calg os
odcietych. (W kazdej rzeczywistej serii pomiaréw mozliwe sg tylke wyniki, ktérych
wartoéé liczbowa miary jest réwna calkowitej liczbie dzialek przyrzgdu pomiarowego.)

Réinicg miedzy wynikiem i-tego pomiaru i wartodcig rzeczywistg, zwang bledem
rzeczywistym, oznaczymy przez 9;

0 = x;— . (2.3)

Oznaczajac ponadto przez n; liézbe pomiaréw, dla ktérych uzyskano ten sam wynik
i, prawdopodobiesistwo P(8;) uzyskania wyniku x; wyrazimy wzoren:
P(8;) = ”; lub  P(8;) = lim .

Ponadto muszg by¢ spelnione zwigzki:
2‘1” m =n, skad ZP(éi) = 1.
i= i=1
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' Zatozymy, Ze f(xo,¥0) = %o. Przenoszac z, na strong lewa i uwzgledniajac (2.18)
otrzymamy

Wik = 61]‘;(%’0 ’ J’o)"‘ é_k.fl,'(xf) ’ yO)

Zgodnie z definicja odchylenia standardowego (btedu sredmego kwadratowego) (2 13) '

otrzymamy
1 n . m
2 o 2
s2 = 2 [ fx<xo,yo)+ckfy(xo,yo>]

S$t=— 22[5 21120, Vo) + C2 ;2<xo,yo>+26i:kf;<xo,yo>f;(xo,yo>].

Trzeci sktadnik ostatniej sumy zawiera iloczyn dwéch matych wielkodci 8; & i mozemy
go zaniedba¢. Wykonujgc ponadto sumowanie otrzymamy

- .
' , 1 v . 1
87 = [0, 30) 5 N 0420 0) - ¥ 2.
i=1 k=1
Zgodnie z definicja odchyleri standardowych wielkoéci prostych mamy

lZé‘f:Sﬁ oraz —I—ZC,f:Sf T
n £ m g ~

i ostatni wzér przyjmie postac

S = Szf::z(xo s ¥o) +S:2cfy2(xo ,yo)

Zastepujac  wartosci rzeczyw1ste f(%0,¥6) wyrazeniami otrzymanynn dla ~ wartosci

$rednich f(x,y) otrzymamy
Se =V Sifilx, 5) + 833, 3).

‘Wyrazenie powyZsze mozna uogolnlc na funkcje dowolnej liczby  zmiennych x;

otrzymujgc :
Szzl/ZSii[%‘J o t=1,2,3,...,m. ',“'/(2'19)

i=1

1

/.

jedynczego pomiaru jest miarg bledu kazdego z pomiaréw wielkoéci prostej, wchodzg-
cych w skiad serii. Obecnie odpow1emy na pytanie Jaklm bledem obarczona jest $rednia
arytmetyczna:

-

1 .
X = ;(x1+x2+ v Xt e ).

48 | | , y

Odchylenie standardowe, czyli blad $redni kwadratowy Sredniej arytmetycznej po-
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W tym celu do powyzszej Sredniej zastosujemy wzor (2.19), ktéry pozwoli nam obliczyé
jej odchylenie standardowe. Pochodna wartosci éredniej x traktowanej jako funkcja
zlozona f(xx) wielkosci a;, wzgledem zmiennej x; wynosi

natomiast blad tej zmiennej

1 2
S = n—1 Zei'

1

f::k(xl) X2y oo xn) =—7l—’

n

i=1

Obydwa wyrazenia nie zaleza od zrriiehnej %x. Po podstawieniu do wzoru (2.19) otrzy-

mamy

- Sx=]/2”'_(%2 1
k=1 -

Wykonujgc sumowanie po k otrzymamy ostatecznie

n
_12

B

SE = ‘I//—'n—(;?l‘_—l')—gsiz N

Odchylenie standardowe Sredniej arytmetycznej wielkosci

wiajac do wzoru (2.19) blad Sy, zamiast odchylenia standardowego Sy,

- = / .’n 2 af(xu'xz,...,xi,...x,,) 2
Sz - L Z‘S"x,l . axl .
. ¢ =

(2.20)

zlogonej otrzymamy podsta-

(2.21)

Szczegdlnie prostym wzorem wyraza si¢ odchylenie standardowe wielkosci zlozenej

obliczanej ze wzoru

; z=f]/1x",-‘ik

’

gdzie 4 oraz a; s3 dowolnyml liczbami. Tak wiec z jest iloczynem dowolnych pOth

wielkosci prostych. W takim przypadku

0z z

= q;—.
axi "%

Podstawiajac powyzsza wielko$¢ do wzoru (2.21) i dzielac przez z otrzymamy

_ ]// Z’[a

xj

n S— 2
i=1 '

N

(2.22)

Przyktlad: Celem doéwiadczenia jest wyznaczenie gestodci czaszy kulistej. Zmierzono jej promieft
podstawy otrzymujac wynik r = 1,3678 cm oraz strzalke — wysoko$é s = 0,6359 cm i w wyniku wa-
Zenia na wadze analitycznej ustalono mase m = 9,23638 g. Postepujac w sposdb omawiany w § 2.2

" 4 Pracownia fisvesa-
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{tab. 2.2) uzyskano nastepujace wartosci odchylen standardowych §redniej arytmetycznej: S7= 0,0001cm,
S5 = 0,0002 cm oraz Si = 0,00006 g. Obliczy¢ $rednia gesto$é czaszy d oraz blad, odchylenie standar-
dowe $redniej arytmetycznej S7. Gesto$é obliczamy w tym przypadku ze wzorn .

m m .

1
—nrls+ —ms®
2 6

Po podstawieniu danych i wykonaniu obliczefi otrzymano d = 4,61036 g cm™~3. Odchylenie standardowe

$redniej arytmetycznej, zgodnie z (2.21), wyrazi sie wzorem:

—1—7rm r?4s?
$2 = [Tﬁ%—_r+ _TZ_(_T__)_Z.SS_ n {TJ_"’”;*SI"__T]Z
?”Tcrzs + 3 7s® (? s + ~6~T:s3> ' (—2— s + —6—ﬂ:s3)
Podstawiajac do powyiszego wzoru wartoéci liczbowe i wykonujac obliczenia otrzymamy
82 = 0,4992(6 - 107)7 +8,222(2 - 1074)> 4 6,29%(1074)?
S; = Y/0,05+270+39,5 - 10~* = /310 10-* = 18- 10~*g - cm~>
Wrynik ostateczny przyjmie postad d = (4,6104 +0,0018) g+ ecm™~3, 4 blad procentowy wynosi 0,049%,.

2.4. INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA BLEDOW

W dotychczasowych rozwazaniach wprowadziliémy niezaleznie miare precyzji
i odchylenie standardowe S,. GZanice, do ktérej dazy odchylenie standardowe Sk przy
7 — o0, 0zNaczamy przez o; :

= limS;.

Mozna udowodnié, ze zachodzi nastepujacy zwigzek:’
o= (h1/2) o S (2.23)
Dowodzi si¢ réwniez, ze odcieta punktu przegu;ma krzywej Gaussa d, jest réwna o
(por. rys. 2.4). ,

P
punkt
przegiecia
663% -
: | . .
=38 28y & Sy 28x 35 €
N v _J
997 %

2.4, Interpretacja graficzna odchylenia standardowego.
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. Zakladajgc, Ze gestosé prawdopodobieristwa wyraza sie funqu Gaussa (2.7), praw-
?fdopodoblenstwo P,., ze wynik jest zawarty w granicach od x— Ax do x+Ax Wynosi

Ax
f exp( —h282)d8.

ko
. ,/TC —dx

Podstawiajac & = he oraz zmieniajac granice catkowania, réwnanie powyzsze mozemy

PAx\=

- przedstawi¢ w postaci
) » hAx

| P, = ]/ j exp(— 52) dE.
‘Wielkosé .
D(x) = l/h f exp (— £2)dé

nazywamy funkcjg bledu Gaussa. Wartodci tej funkcp sa stabelaryzowane. Prawdopo-
dobieristwo PAx wyrazimy wigc wzorem:

P x = @(hAx).
Zgodnie z (2.23) dla dp‘s’)catecznif: duzej serii pomiaréw mozemy przyjaé przyblizenie
= (hy2)". |  (2.23a)

Znajqc funkc_]e; Gaussa mozemy okresli¢ kolejne prawdopodobiefistwa tego, ze wynik
nasz miesci si¢ w przedzmlé %+ Ax, przy Ax wynoszacym kolejno S, 28, 3S;:

Ax P, . Poziom ufnodci o
-8, ®(1)y2) = ©(0,707) = 0,683 68,3

28, @(Z/VZ) = O(1,414) = 0,954 954

38, @3 1/2) = D(2,121) = 0,997 99,7

,,-»

Wyrazong w procentach 08¢- wymkow mieszczacych sie¢ w danym przedziale x+Ax
- nazywamy poziomem ufnoéci «, a przedziat, w ktérym miesci si¢ wtedy wielko$¢ mierzona
" z danym prawdopodobienstwem, nazywamy przedzialem ufnosdci (x —A4x < x < x+Ax).
- Blad réwny 35S, (trzykrotne odchylenie standardowe) nazywamy bledem maksymalnym.

Poza bledami $rednim kwadratowym i maksymalnym niekiedy postugujemy si¢
jeszcze pojeciem bledu precigtnego .
1 n
= 3 .
- Z| d

Mozna udowodnié, ze dla bardzo- duzej serii -pomiaréw, m1dey bledem przecigtnym
i mlarq precyzji k 1stfneje zwigzek

S, = @y
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Studenta—Fishera btad wzgledny ¢ nie przekroczyt z géry zadanej wartosci
na przyktad 0,1 czyli 109%.

Korzystajac z dokladniejszych tablic wspélczynnikéw £,, mozna ustali¢
liczby pomiaréw gwarantujgce poprawnosé wynikéw odchylenia standardo
czonego metodg Gaussa, a wigc z pominigciem poprawek Studenta-Fishera
w tablicy 2.4

Przyklad: Wykonano cztery pomiary érednicy drutu za pomocg mikromierza otrzym
pujace wyniki: 0,67 mm; 0,66 mm; 0,66 mm; 0,69 mm. Wartoé¢ érednia wynosi # = 0,670
lenie standardowe obliczone wedlug wzoru (2.20) wynosi 0,0022 mm. Wspédlezynnik Studen
odczytany z tabl, 2.3 dla poziomu ufnosdci 0,68 ~ 0,7 wynosi tax = 1,3. Zatem odchylenie st
Sredniej arytmetycznej wyniesie x = (0,670 +0,003) mm. Gdyby interesowal nas blad m
musieliby$my przyjad poziom ufnosei 0,999, dla ktérego #4a = 12,9, wtedy blad maksymalny
12,9-0,0022 mm = 0,03 mm i trzykrotnie przewyzZsza blad systematyczny, ktéry dla mikromi
nost 0,01 mm.

2.6. ZASTOSOWANIE METODY WYROWNAWCZE] GAUSSA DO ANALIZY WYNIKO
POMIARU WIELKOSCI LINIOWQ ZALEZNYCH

Zalézmy, ze przedmiotem pomiaru byly dwie wielkosci: x, ¥ zalezne liniowo,
spelniajace zalezno$é¢ funkeyjna
y = ax+b.
Obrazem graficznym tej zaleznosci jest linja prosta o nachyleniu a przecinajgca 0§
nych y w punkcie b. WykonaliSmy # pomiaréw otrzymujac n par wynikéw x;, y;.

162my, ze znamy nachylenie @ oraz wartosé b. Wtedy z réwnania (2.25) obliczy¢ moz
warte$C y(x): '

Y(x:) = an;+5, -
ktéra nie jest dokladnie rowna wartosci y; uzyskanej w wyniku pomiaru, Rozbiez
wartosci y(x;) z réwnania (2.26) oraz wyniku pomiaru v, wynika z bledu pomiaror
1 mozna j3 przedstawié wzorem:

y(x)—y = 5x,-+1;—yi.
‘W dalszych rozwazaniach wyprowadzimy zwigzek pomiedzy wynikami pomia

i warto§ciami @ i b dobranymi w ten sposéb, by spelnialy postulat Gaussa tzn., by su
kwadratéw odchyled y(x;)—y; poszczegélnych pomiaréw y; od wartosci obliczonl
y(x:) rozciggnigta na wszystkie pomiary, posiadala warto$¢ minimalng

Z [¥(x:) =3} = minimum.,
i=1

Podstawiajac na y(x;) warto§é z réwnania (2.26) otrzymamy

n

Z (@x; +b —y;)* = minimum.

i=1
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sWarunek powyzszy bedzie spetniony, jezeli pochodne czastkowe hczone wzglf;dern ib
quq réwnoczesnie zerem, czyli ‘ .

Nou@ntb-y) =0, Y 2@y+b-y) = o0.
i=1 i=1

Jest'to uktad dwéch réwnan, z ktérych obliczyé mozemy @ i b otrzymujac

i=1 i=

a = R e ; (2.27)
i=;.1 xi~_:ni=1 i
b= e (2.28)

(i;; xi)z _nig; xlz

Mozna udowodnié, Ze bledy — odchylenia standardowe wartosci $rednich wielkedci .

@ i b wyrazaja si¢ wzorami:

Sa l/ (2.29)
S5 = l/ (2.30)
“w ktérych T ke
‘ ;{\J“‘" n .n ™ n7 ) )
et = Y yi—a D wuyi—b > i (2.31)
i=1 i=1 T i=1 . i=1 .

... We wzorach (2.27) ... (2.31) w')}Stqujq ré2nice dwu duzych, czesto prawie jednako-
wych liczb. Chege w takim przypadku uzyskaé poprawny wynik, wszystkie rachunki
onaé musnny Z bardzo duzg dokladnosmq, co jest bardzo ucn;zhwe Wzory powyzsze

— i % _" 1 S B
% =71—2xi, 7=, 2.32)
i=1 i=1 .
xé‘i = xi-—ﬁ, yei =Y —y, & = yE;—C_Z° xai = yi——Z' in —y, (233)
, Y‘ F—a V"e, i—n : 2.34
2 et = Y yt—a ) Seyi—nt. | (2.34)

i=1 11 i=1
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Wielkosci @, b, S; i S5 wyrazaja si¢ wtedy nastgpujgcymi wzorami:

_5'3 xgiyi
2

a=5 ‘ ~ (2.35)
x6‘_2-
i=l‘

b=y-ax, - (2.36)
— 1 '}j 2 X x 2 -
S; = p—) ;a (Z 8i) , (2.3'73
1/l Npie |
S5 = s 2& 32 S, (239)

Powyzszg metode obliczania nachylenia @ i rzednej b przeci¢cia prostej z osig 3
oraz odchylen standardowych Sz i S5, nazywamy metodg wyréwnawcza lub metoda
Gaussa najmniejszych kwadratéw. Prosta o nachyleniu @ przecinajaca o$ y w punkcie b
nazywaé bedziemy ,,linia teoretyczng”. Linia teoretyczna, czyli prosta o teoretycznie
obliczonych parametrach @ i b, jest rezultatem najlepszego usrednienia wynikow. Wazne
jest to, ze parametréw a i b nie musimy okreslaé z wykresu, z czym moga by¢ zwig-
zane duze bledy, lecz obliczamy je wprost z rezultatéw do$wiadczenia. Wykonujac
wykres, mozemy najpierw nanie$¢ linig teoretyczng, a dopiero pdZniej same punkty
pomiarowe. Wada metody polega na tym, Zze w wyniku obliczefi otrzymujemy wartosci
4 i b réwniez wtedy, gdy mierzone wielkosci nie s3 liniowo zalezne. Celem wyelimino-
‘wania takich przypadkéw, musimy zbadaé zgodno$é punktéw z linig teoretyczng na-
noszac na wykres nie tylko punkty lecz réwniez ich blad. Znaczne odstepstwa ponad
30% punktéw od linii teoretycznej pozwalajg ‘ przypuszczac, ze mierzone wielkosci
nie sg liniowo zalezne.

Metod¢ wyréwnawcza mozemy zastosowaé nie tylko do wielkosci zaleznych liniowo,
lecz réwniez do kazdej pary wielko$ci dajacych sig sprowadzi¢ do zaleznodci liniowej przez
zastosowanie odpowiednich podstawiedi matematycznych. Na przyklad w ruchu jed-

.. . , . ' - . r ., , -
nostajnie przyspieszonym droga i czas spelniajg zwigaek s = —2~at , w ktérym liniowo
zalezne sg wielkosct s i #2. Stad do zaleznosc1 powyzszej zastosowal mozemy metode; :

wyréwnawcza przyjmujgc podstawienia y = s oraz x = 12,

Przyktad. Wyznaczono zaleznoé$é wydluzenia & sprezyny od obciaZajacej ja masy m. Te dwie
wielko$ci Yaczy zwiazek (por. wzdr 7.26)
mg = kx.
Przyjmujgc y = m rbwnanie powyzsze napiszemy w postacﬁ:
B
y = —ux.
Jest to réwnanie prostej o nachyleniu @ = k/g, dla ktérej b = 0. W oparciu o wyniki pomiaru zebrane
w tabeli 2.5 obliczamy nachylenie @, a takse warto$é b, ktéra w omawianym przypadkfi powinna byé ze-
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lrern. Wykonujac obliczenia numeryczne najwygodniej obliczyé po kolei wszystkie wyrazenia wchodzace
do rownan (2:32) ... (2.34). Tabela 2.5 stanowi przyklad najwygodniejszego sposobu zapisu wielkosci
niezbednych do dalszych obliczen. Wykonujac podstawienia do wzoréw (2.32) do (2.38) otrzymamy naste-
"ujace wyniki:

. n B
n=10, x=134cm, y=090kg, D %y =47,56kg-cm,
i=1

D' ¥e} = 712,5 cm?, &} = 0,0043 kg?, @ =0,0668 kg-cm™?,

iStad ostatecznie

b = 0,006 kg, Sz = 0,0003kg-cm™!, Sy = 0,008 ke.

Gagid

St e

a = (66,8+0,3)- 10-3 kg-cm™!,  (Sz/a)100 = 0,45%/00,
b= (6+8)-10"3kg, (S;/6)100 = 140%.

iTabela 25

.

??rzyklad opracowania serii wynikéw pomiaréw wielkoéci zaleznych liniowo

Yi " Xg, Xg; i xg2 a*e; Ye; & £2
(kg) (crn) iy l;( . o ' ' ’ ' !
0,0 0,0 —13,4 0,00 | 179,6 —0,90 | —0,90 0,00 0,0000
0,2 2,9 -10,5 —2,10 | 110,3 —0,70 | —0,70 0,00 0,0000
0,4 6,0 —-74 | —2,96 54,8 —-0,49 | —0,50 | —0,01 0,0001
0,6 9,0 —44 | —2,64 19,4 —0,29 —0,30 —0,01 0,0001
0,8 11,8 ~1,6 —1,28 2,6 —0,11 —0,10 ; —0,01 0,0001
1,0 14,8 +1,4 | +1,40 2,0 +0,09 +0,10 +0,01 0,0001
1,2 17,8 +4,4 +5,28 19,4 +0,29 | +0,30 +0,01 0,0001
14 20,7 +7,3 | +10,22 53,3 +0,49 | +0,50 | +0,01 0,0001
1,6 240 +10,6 [ +16,96 | 112,3 +0,71 +0,70 | +0,01 0,0001 -
1,8 26,0 +12,6 | +22,68 | 158,8 +0,84 +0,90 | +0,06 0,0036
9,00 133,6 ) +47,56 | 712,5 ' 0,0043
mlkg]

16 / -

12 o~

, /

08

04 f/

g

0 4 8 12 16 20 24 x[om]
2.5 Graficzny obraz wynikéw tabeli 2.5.
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Wielkoéé b jest bai‘dzo mala  wzgledem najmniejszej masy m; = 0,2 kg; stanowi . zaledw;
39% my (bfm, - 100 = 3%) iz dobrym przybliZeniem przyjaé r‘noiemy~b = 0. Blad Sj jest bardzo duz'j
Wzglgdem?:, lecz jest réwniez bardzo maly wzgledem m,; okresla on moiliWe odchylenie linii od puﬁ
ktux = 0, y = 0, a wigc wielko$¢ bledu uzyskanego z obliczes linii. Na rysunku 2.5 wykreélono lini
teoretyczna i zaznaczono punkty pomiarowe. )

2.7. OBLICZANIE BLEDU W PRZYPADKU, GDY BLEDY SYSTEMATYCZNE

SA DUZE W POROWNANIU Z BLEDEM PRZYPADKOWYM I
4

Jak juz zaznaczono, metode Gaussa stosowaé mozemy tylko w przypadku gdy blad
systematyczny jest maly w poréwnaniu z bledem przypadkowym. Podobne zastrzeZenie
dotyczy réwniez metody Studenta-Fishera. Jako skrajny przypadek, w ktérym bedziemy
stosowa¢ metode Gaussa, przyjmiemy taki, w ktérym blad systematyczny Ax jest réwny:
odchyleniu standardowemu Sy. Jezeli Ax > Sy lub pomiar wykonujemy Jednokrotme,;
wtedy musimy bra¢ pod uwage wylacznie wplyw bledu systematycznego. - -

Nie ma mozliwoéci tak $cistego obliczania bledéw systematycznych jak to czymmy
w przypadku bledéw przypadkowych. Dla wielkosci prostych szacujemy blad na podsta-=
wie dokladnosci lub klasy przyrzadéw, starannosci wykonania pomiaréw itp. W przy-.
padku wielkosci zlozonej wplyw bledéw wielkosci prostych mozemy uwzglednié obli-;
czajac tzw. blad maksymalny, tzn. okreslajac jaki maksymalny wplyw na wynik koficowy:
posiadajg bledy systematyczne poszczegélnych wielkosci prostych. : :

Zalézmy, ze wielko$¢ z = f(x,, %5, ...) jest funkcja ! zmiennych. Znamy Wartoscf
Xy, %, ... oraz ich btedy Ax,, Ax,, ... Rozwijajac funkcje 2 w szereg Taylora i za-
niedbujac wyrazy wyzszych rzedéw otrzymaray ‘

: ) o
flxy+Axy, x5+ Ax,, ..2) =f(x1,x2,—.}.)+—f Ax, +—f Ax, + ...
Oxy -~ - 0Ox,

WproWadzajqc oznaczenie
Az = fey+Axy, %, + A%y, ) —f(%1, %2, ...)

otrzymamy*:

tx= NI g, (239)

ox,
=1 k

Zaktadajac przypadek najniekorzystniejszy, w ktérym wszystki€ wyrazy wnosza przy-
czynki tego samego znaku otrzymamy

Oy, %5, ...) Az
6xk

Az =

k=1

(2.40) |

Wzbr powyiszy upraszcza s1eg znacznie w przypadku, gdy funkcje f przedstawic
mozna w postaci iloczynu:
3
“a[]

i=

* Wyrazenie (2.39) mozemy interpretowaé jako rézniczke zupelng wielkosci z!
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wtedy

0 a;

S Aa;xfm I I A =z,

6xiﬂ : k=1 X;
k+i

;Pjodstawiajqc powyisze wyrazenie do (2.40) otrzymamy

A2 \a :
p ;;;i/ E—Axk (241)

Przyktad. W do§w1adczen1u mierzono wspblczynnik rozszerzalno$ci liniowej ciat stalych sto-

&ch wzbr koncowy

@ |

EDlugodd preta zmierzona w temperaturze‘ 71 = (184 1)°C wynosita {, = (107,24 0,1) cm. Pret podgrzano
%do temperatury T, = (98 +1)°C i stwierdzono, Ze jego dtugo$é wzrosta o 8l = (0,96 +0,01) mm. Obliczony
Eze wzoru (a) ‘wspblczynnik rozszerzalnodci liniowej wynosil o = 11,207 - 10~K~%, Celem obliczenia
ggdu maksymalnego do wzoru (a) zastosowano formule (2.40) otrzymujac przy zaloZeniu A7, = Az, =
i= A7 = 1°C nastepujacy wazbr:

%‘odstamajac wielkosci wyznaczone doswnadczalme otrzymuje si¢

1 ( 0,96
’ 80-1,072 \ 1,072
|da| = 0,424- 10" K-t ~ 0,43 10" K~1.

a
o °

1

lo(z2— TJ)

al
— AT

|de] =
T2~ Ty

F1A8I+2

. 096

e .
MWynik koficowy napiszemy w postaci: .
' ¢ o= (11,214043)-10"°K~!; (da/o)100 = 3,9%.

ZAOKRAGLANIE I POROWNYWANIE WYNIKOW

Zalézmy, ze dla pewnej seru pomiaréw obliczono bardzo dokladnie warto$¢ érednig

ptrzymujac k2 = 4,315233 mm, oraz odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej:
8% = 0,01514 mm. Wynik koficowy zapisano w postaci

’ h= (4,315233 £0,01514) mm zly wynik.

Mimo iz obliczenia wykonano bardzo dokladnie, wynik ten nie jest poprawny. Nigdy
Wrartosci mierzonej ani bledu nie znamy dokladnie. Celem rachunku bledéw jest usta-
v' przedziatu, w ktérym z okreslonym prawdopodobieristwem zawarta jest warto$¢
kzeczywista. Z uwagx na przedzial ufnoci, ktéry dla odchylenia standardowego wynosi
' A), jak 1 z uwagi na sam charakter prawdopodobxenstwa, sens fizyczny posiada tylko
sze miejscg znaczace wyniku Sy, a wiec w naszym przypadku jedynka (0,01514).
pewnych przypadkach podaje si¢ jeszcze rowniez i drugie miejsce znaczace; natomiast
iejsce trzecie i nastepne sg cyframi, ktére wynikly z rachunku i nie posiadajg zadnego
nsu fizycznego. Zatem kazdy blad nalezy zaoqughc do jednego, lub co najwyzej
dwdch miejsc znaczgcych.
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W ‘pracowni przy zaoquglaniu wynikéw, stosowaé b@dziemy nastepujace zasady:

zwickszy si¢ wiecej niz o 109, (1/10 bledu). Jezeli w wyniku zaokraglenia blad zwigk-
szylby sie wigcej niz o 109, podajemy biad z dokladnoscig do dwdch miejsc znaczacych. -
W zadnym przypadku nie podajemy trzeciego miejsca. Bledéw nie mozna zaokraglaé |
*w dél, gdyz w zadnym przypadku nie mozna obniza¢ wyniku uzyskanego z obliczen.
Zatem poprawnie zaokraglony wynik w cytowanym przyktadzie wyniesie Sy = 0,016 mm.

Wynik pomiaru obliczamy o jedno miejsce dalej niz miejsce dziesigtne, na ktérym
zaokraglono blad, po czym zaokraglamy do tego samego miejsca dziesigtnego, do ktd-
rego wyznaczono blad. Dalszych miejsc pisaé nie wolno, poniewaz nie posiadaja one
zadnego sensu fizycznego. Wynik zaokraglamy wedtug normalnych regu% to znaczy
ccyfry od 1 do 4 zaokraglamy w délcyfry 6 do 9 w gore, a cyfre 5 w gére w przypadku, -
gdy poprzedza jg cyfra nieparzysta, natomiast w dot, gdy poprzedza ja cyfra parzysta.
Cytowany na poczatku paragrafu wynik, po Zaoqu.glenlu ma postaé

h = (4,315+0,016)mm . poprawny wynik.

W. przypadku, gdy z obliczen otrzymuje si¢ wynik skladajacy sie z jednej cyfry
znaczgcej i zer, np. d = 0,5000 mA, a odchylenie standardowe wynosi S5 = 0,0002 mA,
to wynik pomiaru nalezy zapisa¢: d = (0,500040,0002) mA. Pomini¢cie w wyniku
zer po przecinku, znaczgcych w tym wypadku, byloby bledem. Zaleca si¢” wyniki
koricowe pisaé w takiej potedze, by bledem obarczone byly miejsca dziesigtne i setne.
A oto kilka przykladéw zaokraglania wynikéw. '

Przed zaokragleniem Po zaokragleniu
m = (136,52140,115) g, m = (136,52+0,12) g,
B = (0,036251 +0,000111) T, B = (36,25+0,12) mT,
C = (65,273 +0,321) - 10-3 uF, C = (65,27 +0,33) nF,
I = (251,67 +0,79) uA, I = (251,7£0,8) pA,
V = (365,135 40,089) cm?, V = (365,14 £0,09) cm?,
v = (96,3659 +0,0185) - 10° m-s~1, v = (963,640,2) - 10* m-s™,
v = (96,3659 +0,0171) - 10° m - 71, v = (963,66+0,18) - 10* m - s™*

Czesto zachodzi potrzeba poréwnania dwéch wielkosci wyznaczonych dodwiadczal-
nie réznymi metodami lub poréwnania wielkosci zmierzonej z warto$cig podang w tabli-
cach. Zazwyczaj wielkosci uzyskane w réznych pomiarach lub réznymi metodami nie
sg dokladnie réwne i wynosza odpowiednio -

' A, +4A4, oraz A,+A44,,

gdzie AA, i AA, oznaczaja bledy maksymalne. W przypadku, gdy znamy odchylenia
standardowe S, i S5,, przyjmujemy bledy maksymalne w sensie A4, = 3S3,, 44, =
= 38%,. Z wlasnosci bledu maksymalnego wynika, Ze rzeczywista warto$¢ 4, powmna
miescié si¢ réwnoczesnie w nastepujacych dwéch przedzialach:

<(A1 _AAI)) (Al +AA1)>)

{(4,—-A44,), (A,+44,)).
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Wryniki sa ngdne wtedy, gdy obydwa przedzialy bedg sie czesciowo przekrywaly lub
gdy beda przynajmniej styczne, co graficznie przedstawiono na rys. 2.6. Warunek
przekrywania lub stycznosci przedzialéw jest réwnowazny nastepujacej nieréwnosci:

|A1—A2|ﬂ< IAAll'HAAzI- ’ (2.4-2)
'41‘/AA1 A At lAg
| J -
‘\;—- /' S
A, LA, Ay A=0A,

2.6. Przekrywanie si¢ fprzedzialéw bledéw dla dwéch niezaleznych pomiarédw tej samej wielkosei prostej

~ Jezeli wynik A, jest wynikiem dodwiadczenia, a wynik 4, jest wartoscig z tablic,
to najczeéciej blad A4, jest znacznie mniejszy od A4, i mozemy w przybliZeniu za-
fozy¢ AA, ~ 0. Wtedy ostatnie réwnanie przyjmie postat

|4, —A,) < |44,), | przy AA, > AA,. (2.42a)

Jezeli jest spetniona nieréwnos¢ (2.42) lub (2.42a) méwimy, ze poréwnywane wyniki
s zgodne.

2.9. GRAFICZNA ANALIZA WYNIKOW

Graficzna metode przedstawiania wynikéw stosujemy wtedy, gdy mierzymy réwno-
czesnie dwie wielkosci x 1y wspélzalezne od siebie. Wykonujac pomiary, dla zadanych
z géry wartosci jednej z wielkoscei np. x mierzymy wielko$¢ drugg. Wykres jest graﬁcz-
"nym obrazem badanej zaleznosci.

Metodq graficzng postugujemy sie w nastepujacych przypadkach:

a. Gdy chcemy udowodnié, 7e badane wielkosci spelniaja zalozony uprzednio
zwigzek funkcyjny. Na przyklad celem sprawdzenia czy cialo porusza si¢ ruchem jed-
nostajnym, wystarczy zbadaé i Wykreshc zalezno$é drogi od czasu. Te dwie wielkosci
.spelniaja zwigzek s = ot. Jezeli obrazem graficznym jest linia prosta, to jest spelnione
réwnanie liniowe, a tym samym ruch jést jednostajny.

b. Gdy chcemy dowiedzie¢ si¢ jaki typ zaleznosci funkcyjnej spelniaja mierzone
wielkosci. Jezeli na przyklad wykres przedstawia w linjowym uktadzie lini¢ prosta,
to mamy do czynienia z zaleZnoscig hmowz; typu y = ax, jezeli parabole — to - Wyste-
‘puje zaleznoé¢ kwadratowa typu y = ax?, itp.

c. Gdy badana zaleznoé nie da sie przedstawié za pomocy prostych zwigzkéw
matematycznych. Jako przyklad mozemy poda¢ zalezno$é gestosci wody od temperatury,
petle histerezy itp. ; ' ’

Wrykresy wykonujemy na tzw. papierze funkcyjnym. Najczesciej na papierze takim -
naniesiono dwie rodziny prostych réwnolegtych. Oznaczymy odlegloéci kolejnych linii
od poczatku ukladu przez x' oraz y'.
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Jezeli podzialki na obydwu osiach sg liniowe tzn. &' = kx oraz y =1b, gdzié kil sg
wielkosciami stalymi, a odleglos¢ migdzy liniami wynosi 1 mm, papier nazywamy mi-
limetrowym. Papier milimetrowy stosujemy do wykreslania wielkosci zaleznych liniowo
¥y = ax+b. ‘
W tzw. papierze logarytmicznym odleglo$ci kolejnych lini wyrazajg sie Wzorami:

. x' = klogx, 3y =llogy. |
Na papierze logarytmicznym wykreslamy zaleznosci funkcyjne typu

y=a,

ktére po zlogarytmowaniu dajg zalezno$¢

log y = log a+blog «. (2 43)
Wielkosci zwigzane zaleznoscig funkcy]nq y = ab*, ktora po logarytmowaniu daje
logy = log a+xlog b, : ‘ 2.44)

wykreslamy na papierze péllogarytmicznym, na ktérym na osi x stosuje si¢ podzialke
liniowg &’ = kx, a na osi y logarytmiczng y' = /log y.

s W niektérych przypadkach stosujemy jeszcze inne rodzaje papieréw funkcyjnych np:
o wspélrzednych biegunowych itp. Rysunek 2.7 przedstawia na_]waznlejsze typy papie-
réw. funkcyjnych.

Sporzadzajac wykres dobleramy taki papler funkcyjny by wykredlana zaleznosé
byla zblizona do prostej. Niektére niecomawiane dotgd typy zaleznosci funkcyjnych
przedstawié mozemy w postaci prostej, przez zastosowanie odpowi‘edniéh podstawien.
I tak parabola jest linig prosta w ukladzie y(x?), hiperbola (y = k/x) w ukladzie y(1/x)
1tp. .

Wykreslanie. Po dokonaniu wyboru papieru funkcyjnego dobieramy skale na
_ oslach przestrzegajac przy tym wymienionych pewnych zasad, Blad pomiaru nie po-

winien przekracza¢ 5 mm, lecz powinien by¢ wigkszy od grubosci linii. Przyjeta skala
powinna dawaé mozliwosé latwego odczytu wspéirzednych dowolnego punktu. Wa-
runek powyzszy jest spelniony, jezeli jednej dzialce skali odpowiada 1- 107, 2- 107,
3-10" lub 5-10" jednostek. Nachylenie krzywej w najbardziej interesujacych nas
punktach powinno by¢ zblizone do jedynki. Wykres powinien zajmowaé cala powierz-
chni¢ arkusza. Podzialki nie musza rozpoczynaé si¢ od zera, a skrajne wartosci zmiennej
powinny leze¢ w poblizu poczqtku 1 konica arkusza. '

Po dobraniu skali i naniesieniu osi wspélrzednych, nanosimy punkty pomiarowe.
Zaznaczamy je krzyzykami, kétkami lub innymi figurami geometrycznymi. Kropek
nie nalezy stosowaé, gdyz sg niewidoczne. Polozenie punktu pomiarowego jest okreslone
punktem przeciecia linii tworzacych krzyzyk, a w przypadku- stosowania figur geomet- |
rycznych znajduje si¢ w ich $rodku i moze dodatkowo by¢ oznaczone punktem. W przy-
padku, gdy na jednym arkuszu nanosimy kilka krzywych, punkty nalezace do kazdej
krzywej oznaczamy w inny sposéb. '

Trzecia czynnoscig jest zaznaczenie bledéw. Uwzgledniajac blad odczytu, wspdl-
rzedne punktu pomiarowego mozna zapisa¢ w postaci: I +41, U+4U, gdzie znak A
oznacza blad maksymalny lub odchyleme standardowe. Dla punktu zaznaczonego na =
rys. 2. 83 oznacza to, ze rzeczywista warto§¢ pradu miesci su; w przed21ale od I+41
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2.7.1. Rézne rodzaje papieru funkcyjnego: milimetrowy (a), pétlogarytmiczny (b).

do I— A1, a napigcie od U+ AU do U — AU. Zaznaczenie tych przedzialéw na wykresie
jest réwnowazne z otoczeniem punktu pomiarowego prostokatem o bokach 247 oraz
24U zwanym prostokatem bledu. Prostokaty bledéw nalezy naniesé dla kilku punktéw.
Po wykreSleniu krzywej nalezy nanie$¢ prostokaty bledéw réwniez wokdl punktéw
znacznie odbiegajacych od krzywej. ' ‘ '
Ostatnig czynnoscig jest wykreslenie samej krzywej. Krzywa nalezy wykresli¢ z po-
mocy krzywika (najwygodniejsze sg przezroczyste krzywiki oraz przezroczyste linialy).
Krzywa nie powinna przebiegaé¢ dokladnie przez wszystkie punkty pomiarowe, ale musi
“pfzechodzié przez ich prostokaty bledéw maksymalnych lub przez 709, prostokatéw
okreslonych przez odchylenie standardowe. Liczba punktéw znajdujgcych si¢ po pra-
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2.7.2. Réine rodzaje papieru funkcyjnego: logarytmiczny (c), biegunowy (d).

wej 1 po lewej stronie krzywej powinna byé w miar¢ moznosci réwna na kazdym jej
odcinku. Ze wzgledu na ograniczona liczbe punktéw ostatni postulat nie da sie spelnié
dokiadnie.

Dla wszystkich zaleznosci liniowych, parametry prostej: punkt b przecigcia z osig y
oraz nachylenie @, mozna obliczyé wprost z danych pomiarowych w sposéb opisany
w § 2.6. Majgc te dane, przy sporzgdzaniu wykresu nanosimy lini¢ teoretyczng o nachy-
leniu a przecinajgca os y w punkeie b, a dopiero nastepnie nanosimy punkty pomiarowe.

Moze si¢ zdarzy¢, ze ktéry$ z punktéw lezy w znacznej odleglosci od krzywej.
Gdy pomiary dotyczg zjawiska znanego, nalezy go pomina¢ uznajac e jest on obarczony
bledem grubym. Jezeli pomiary dotycza zjawiska nieznanego, to nalezy je powtdrzyé
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i wykona¢ dodatkowe pomiary w bezpos’rédnim sgsiedztwie danego punktu, by prze-
konat¢ sig, czy punkt ten jest rzeczywiscie obarczony bledem grubym, czy tez przebieg

krzywej jest inny.

Odczytywanie wartoéci z wykresu i wyznaczenie nachylenia. Maksymalny
blad jakim obarczony jest dowolny punkt lezgcy na krzywej nie przekracza bledu jakim
obarczone byly punkty pomiarowe. Zatem do$wiadczalng krzywg otoczy¢ mozna krzy-
wymi pomocniczymi oddalonymi od niej o warto§¢ bledu (rys. 2.8b). Skoro chcemy
odczytaé wartosé odcietej x4 dla zalozone] wartosci rzednej y4, to zakladamy, ze lezacy
na krzywej punkt A4, ktérego polozenie wyznacza rzedna y,, otoczony jest takim sa-
mym prostokgtem bledu jak kazdy inny punkt pomiarowy. Zatem interesujaca nas
1zedna y, obarczona jest bledem Ay, a odczytana dla punktu A4 odcigta x jest obarczona
bledem Ax. Jezeli na wykresie zaznaczono odchylenie standardowe, to réwniez bledy

Ax 1 Ay sg odchyleniang standardowymi.
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2.8. Zaznaczanie bleddw na wykresach: nanoszenie prostokata bledu (a), blad krzywej (b).

Nachyleniem a krzywej nazywamy stosunek przyrostu rzednej y, —v, do odpowia-
dajgcego mu przyrostu odcigtej x, — x4 (por. rys. 2.9),

Y2=Ir (2.45)

q = 22
g %2 %,

W granicznym przypadku, gdy x, —x, dazy do zera nachylenie jest réwne pochodnej
"y wzgledem x. Nalezy jednak pamigtal, Ze nachylenie krzywej, mimo podobienstwa
do tangensa kata nachylenia, jest najcze$ciej wielkoscia mianowana i nie mozna jej
interpretowaé jako tangens kata zmierzonego na wykresie. Nachylenie wyznaczyé
mozna w sposéb oméwiony w § 2.6 lub mniej dokladnie z definicji, ktérg jest réwnanie

- {2.45), to znaczy jako stosunek przyrostu rzednej do przyrostu odcigtej. Na rysunku
- 2.10 pokazano pewna, do$wiadczalnie wyznaczong zalezno$¢ liniowa oraz pomocnicze
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krzywe bledu. Linia doéwiadczalna nie musi przebiega¢ dokladnie w taki sposéb jak
zaznaczono jg na rysunku, lecz musi przebiega¢ calkowicie przez obszar ograniczony
krzywymi biedu. W obszarze tym mozna przeprowadzi¢ nieskoficzenie wiele prostych
‘o nachyleniu zawartym migdzy dwiema skrajnymi warto$ciami @, i a,. Przy okreslaniu
wartosci @, i @, wzajemna odlegloé¢ punktéw konicowych odcinka MN, dla ktérego
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2.9. Zasada obliczania nachylenia krzywej.

2.10.. Wybér punktéw koficowych do obliczania nachylenia i bledu nachylenia.
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wyznaczamy nachylenie, powinna by¢ jak najwigksza, czyli powinny one ograniczaé

. prostoliniowy odcinek krzywej lub powinny by¢ to koricowe punkty pomiarowe w przy-

padku zaleznosci liniowej. Koricowe punkty 4, B, C, D prostych o nachyleniach a,
i @, powinny leze¢ na dwéch prostych réwnoleglych &, I przechodzacych przez punkty
M, N wybranych w jeden ze sposobéw pokazanych na rysunkach 2.10a, 2. lOb Iub

2.10c.
Jako rzeczywiste nachylenie przyjmujemy $rednig arytmetyczng

1
a = —2—(a1 +a,). (2.46)

- Blagd maksymalny nachylenié jest réwny polowie réznicy dwéch skrajnych wartosci

nachylenia

|a] = -la; ~a. (247)

2.10. PLANOWANIE POMIAROW

W praktyce zycia.codziennego jak i w fizyce szkolnej czesto wykonujemy pomiary
réznych wielkosci fizycznych. Jednak z naukowego punktu widzenia pomiary te sg
bezwarto$ciowe, poniewaz nie zawierajg oceny dokladnoéci pomiaru. W pracowni
fizycznej musimy nie tylko océnia¢ dokladnosci wykonywanych pomiaréw, lecz réwniez
w taki sposéb- planowac ichgwykonanie, by osiggna¢ wynik optymalny, czyli obarczony

" najmniejszym bledem.

Ze wzgledu na sposéb planowania, pomiary podzielié mozemy na nastepujace grupy:

1. Pomiary wielkosci prostych. 2. Pomiary wielkosci zlozonych. 3. Pomiary wielkosci

liniowo zaleznych. 4. Pomiary wielkodci zaleznych, nie zwia}zanych prosta zalezno$cig
funkcyjng. Omowuny kolejno sposéb planowania pomiaréw nalezacych do poszczegdl-
nych grup.

1. W przypadku pomiaru wielkosci prostej wystarczy zaplanowa¢ liczbe pomiaréw.
Podstawowq przestanka pozwalajacg ustali¢ liczbe pomiardéw jest stosunek bledu syste-

~matycznego do odchylenia standardowego.

Celem uzyskania najgrubszego oszacowania dotyczacego tylko przyblizonego rzedu

“wielkosci, musimy okresli¢ blad systematyczny i wykonaé prébng serig 2-3 pomiaréw.

Jezeli wyniki wszystkich pomiaréw s3 identyczne, to blad pomiaru jest okreslony wy-
Iacznie bledem systematycznym i nie mozna do tego przypadku stosowaé teorii bledow
przypadkowych, a zwickszanie liczby pomiaréw jest niecclowe. Jezeli poszczegélne

~ wyniki serii prébnej nie s identyczne, lecz réznice miedzy nimi przekraczajg 2-krotnie

btad systematyczny mozemy przypuszczaé, ze blad przypadkowy jest tego samego
rzedu co blgd systematyczny. Wtedy nie ma sensu duza seria i ograniczamy sie do kilku
pomiaréw, stosujgc przy obliczeniach metode Studenta—Flshera dla poziomu ufnosdci
0,68 ~ 0,7. ,

W przypadku, gdy réznice miedzy wynikami poszczegélnych pomiaréw serii probnej
znacznie przekraczaja blad systematyczny, precyzje pomiaréw mozemy zwigkszyc,
zwigkszajac ich liczbe do wartosci, dla ktérej stosowaé mozemy teoti¢ Gaussa, a wigc
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dla poziomu ufnosci 0,7 wykonujemy 7 > 6 pomiaréw, minimum 10 pomiaréw (por.
§2.5) 1 dla tego przypadku obliczamy odchylenie standardowe.

W przypadku, gdy liczba pomiaréw przekracza 3, ich wyniki ujmujemy w tabele,
ktérej wzdr stanowi tabela 2.2. W przypadku bardzo duzej liczby wykonanych pomiaréw,
zapisujemy tylko ich wyniki a2 nastepnie porzadkujemy wediug rosnacych wartodci
ujmujac w tabele, ktdrej wzorem jest tabela 2.1.

Wykonujae duza serie pomiardw wielkosci prostej musimy sprawdzié, czy do tej
serii stosowa¢ mozemy teori¢ Gaussa. W tym celu obliczamy blad przecigtny i spraw-
dzamy, czy spelniony jest zwigzek (2.24). Jezeli lewa strona réwnania (2.24) rézni sie
od prawej wigcej niz o 10 9, metody Gaussa nie mozZemy stosowad,

2. Zagadnienia zwigzane z planowaniem pomiarédw wielkodci zlozonej rozpoczniemy
od przypadku prostszego, w ktérym wielkos¢ zlozona jest iloczynem dowolnych poteg
wiclkodci prostych. Jako podstawe analizy wplywu poszczegdlnych wielkosei prostych
na dokladnos¢ wielkosci zloZzonej przyjmiemy wyrazenie na blad maksymalny (2.41),

]Az' o
\?2%

!

|
Axi i
X )

(2.48)

a;

7 wzoru powyzszego wynika, Ze systematyczny blad wzgledny wielkosci zloZonej jest
sumg iloczynéw wykladnikéw potegowych i bledéw wzglednych poszezegdinych wiel-
kosci prostych. Zatem pomiary winni$émy planowaé w taki sposob, by bledy wzgledne
wnoszone przez poszezegblne sktadniki sumy byly tego samego rzedu. Musimy zwiek-
sza¢ precyzj¢ pomiaru tych wielkosci, ktére wnosza najwiekszy blad, czyli wielkosci
matych oraz tych, ktére posiadajg najwicksze wykladniki potegowe.

Przyktad. Zalézmy, Ze przedmiotem pomiaru jest modul Younga przez wy-
diuzenie. Modul oblicza sie z wzoru

mal
=35

W wyniku pomiaru uzyskano: m = (800+10)g, » = (0,114-0,01) mm, / = (2000 +
+10) mm, 6/ = (0,27 +0,01) mm. Wzér (2.48) przyjmuje w tym przypadku postaé

AE| | dAm]| | al] | Ar| | A1)

T TR e
stad

|

i FT = 0,013 40,005 40,18 +0,04.

Drugi wiersz uzyskano po podstawieniu danych i wykonaniu obliczerd. Jak widaé
najwickszy blad 189, wnosi skladnik trzeci. Zatem celem uzyskania wigkszej doktad-
nosci nalezy w pierwszym rzedzie zwigkszyé precyzje pomiaru wielkodci wchodzacej
do skladnika trzeciego, czyli pierwsze dwa skladniki w tym przypadku wnoszg bardzo

maly udzial do bledu % 1 mozna ich wplyw zaniedbaé.

Te same zasady obowigzuja w przypadku odchylenia standardowego $redniej aryt-
metycznej, lecz w tym przypadku, ze wzgledu na postaé wzoru (2.21), w ktérym wyste-
puje suma kwadratéw skladniki pierwszy i drugi odgrywaja jeszcze mniejsza role,
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natomiast dodatkowo wzrasta rola skladnika 3, a wiec wiclkosci malej wystepujacej
w drugiej potedze. Jezeli zalozymy, ze podane w przykladzie btedy bylyby odchylenia-
mi standardowymi, wtedy wzgledne odchylenie standardowe wyniku (por. wzér 2.22)
wyrazi si¢ wzorem:

fE’i = 1/0,016+0,0025 +3,2+0,16 - 10-*.

W tym przypadku pierwsze dwa skladniki sumy mozna pominaé, réwniez skladnik
czwarty jest praktycznie do zaniedbania wobec skladnika trzeciego. Zatem i tu mata
precyzja pomiaru 7 daje decydujgcy przyczynek biedu ostatecznego.

- W przypadku ogélnym, gdy wielko$é ztozona nie sprowadza si¢ do iloczynu poteg
wielkoéci prostych w zasadzie obowigzujg te same zasady planowania pomiardéw i tu
o przyczynku wnoszonym przez blad poszczegdlnych wielkosei prostych decyduje
jej blad wzgledny. Mozemy to udowodni¢ piszgc réwnanie (2.19) w postaci

2 N Of A\ SE
Sz = % (‘xiﬁz) (xj) .
Pewne komplikacje wprowadza wspélezynnik zawierajacy pochodng czgstkowa. W pra-
cowni, celem ustalenia najwiasciwszego planu pomiaréw, nalezy zawsze wykonaé prébng
serie pormiaréw, oceni€ ich bledy systematyczne 1 wykona¢ prébng analize bleddw celem
ustajenia wlasciwej ,,taktyki” pomiaru poszczegélnych wielkodel prostych. Pomiary
poszczegdlnych wielkodei prostych wchodzaeych w skiad wielkosci zlozonej planujemy
tak samo jak w przypadku pomiaru wielkodel prostych.

Na zakoficzenle zwrdcimy jeszcze uwage 1 na to, ze skoro dla wielkodei zloZonej
chcemy wyznaczyé odchylenie standardowe, a wplyw bledéw niektérych wielkoscl
na blad wyniku koricowego mozna pominaé, tak jak to miato miejsce dla m 1 / w omawia-
nym przykladzie modufu Younga, to dla tych wielkosci nie musimy wyznaczaé bledu
$redniego kwadratowego. Blad $redni kwadratowy Sk, wystarczy wyznaczy¢ tylko dla
tych wielkosci prostych, ktére decydujg o najwyzszych dwdch rzedach wielkosei bledu.
Wynik kofcowy i tak zawsze ograniczamy tylko do tych rzedéw. Zatem w cytowanym
przykladzie wystarczy powtarzaé wielokrotnie pomiary # i 8/ i obliczyé S; i Sg, natomiast
na bledy wielkosci m 1/ przyjaé mozna nawet blad maksymalny.

3. Bardzo prosty jest przypadek pomiaru dwdch wielkosci zaleznych liniowo. Wtedy
zazwyczaj wyznaczy¢ musimy parametry badanej zaleznodci liniowej, a wige nachylenie
1 punkt przecigcia z osig y. Wielkosci te okreslamy metoda najmniejszych kwadratéw
postepujac w sposéb omawiany w § 2.6. Chcge dobrze przygotowaé dane do obliczen
wybieramy do pomiaru z (> 10) warto$cizmienne] niezaleznej dobranych w ten sposéb,
by réwnomiernie pokrywaly caly przedzial zmiennosci. Wykonujemy pomiar, a nastepnie
sporzadzamy orientacyjny wykres. W przypadku, gdy odchylenia punktéw od przebiegu
liniowego s3 nieznaczne, tzn. przynajmniej 709, prostokatéw bleddw lezy na krzywej,
mozemy przyjaé, ze wyniki sa poprawne; jezeli istniejg obawy co do poprawnosci wyni-
kéw, pomiar powtarzamy. Wyniki uyjmujemy w tabel¢ podobng do tab. 2.3 ulatwiajgcg
wykonanie wszystkich obliczef.

4. W pracowni spotykamy czesto przypadki pomiaru wielkoéci zaleznych, nie
spelniajacych zwigzku liniowego. Celem unikniecia koniecznosci stosowania papieru
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o podziatkach nieliniowych, jak réwniez, celem uproszczenia rachunkéw, zaleznosci
takie najczesciej sprowadzamy do zwigzkéw liniowych, stosujgc odpowiednie podstawie-

nia. Np. dla przypadku drogi w ruchu jednostajnie przyspieszonym y = —%atz za-

lezno$¢ sprowadzimy do zwigzku liniowego podstawiajgc x = #2, wiec y =%ax.
Sposéb planowania pomiardw jest wtedy podobny jak w przypadku 3, a nieco tylko
komplikujg si¢ obliczenia. Nim przystapimy do sporzadzenia wykresu prébnego, obli-
czy¢ musimy wartosci 2?2 1 wykre$lamy zalezno$¢ y(#?) = y(x). W tabeli pomiaréw
rezerwujemy dodatkowg kolumne dla #* = .

W przypadku pomiaru dwdch wielkosci zaleznych, lecz nie spelniajacych Zadnej
zaleznodct funkcyjnej (petla histerezy, krzywa rezonansu itp.) wykonujemy seri¢ po-
miaréw oraz probny wykres i sprawdzamy, czy punkty pomiarowe wyznaczaja jednoz-
nacznie przebieg badanej krzywej. Punkty powinny byé zageszczone w obszarach o du-
zej krzywiznie oraz na odcinkach o duzym nachyleniu. W ostatecznej serii pomiaréw
planujemy takie wartosci odcigtej, by uzyskaé wlasciwe zaggszcezenie punktéw. Jezeli
zachodzi konieczno$¢ odczytywania wartosci z wykreséw, wtedy przyjmujemy, Ze krzy-
wa jest obarczona bledem systematycznym réwnym bledowli systematycznemu po-
szczegblnych punktéw pomiarowych.
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3. PROSTE PRZYRZADY DO POMIARU WIELKOSCI MECHANICZNYCH
I CIEPLNYCH

3.1, POMIARY DLUGOSCI I KATA

W zaleznosci od stopnia wymaganej dokladnodci mierzenia do pomiaru dlugoscei
stosujemy: przymiar lub miarke milimetrows, suwmiarke, mikromierz lub czujnik
zegarowy. Przymiarem nazywamy miarke dlugosci 1 m o dokladnodci 1 mm, a miarkq
milimetrowq linial o takiej samej doktadnosci lecz krétszy. Miarki tego typu sa dobrze
znane z praktyki Zycia codziennego 1 nie wymagaja specjalnego opisu.

Do pomiaréw z dokladnoscig do 0,1 mm stuza suwmiarki (rys. 3.1). Suwmiarka
sklada si¢ ze sztaby C z podzialkg milimetrowg zakotriczonej szczeka A4 1 suwaka D ze
szczekg B. Na suwaku znajduje sie dodatkowa skala zwana noniuszem. Noniusz posiada
10 kresek na dlugodci 9 mm. Gdy szczeki 4 1 B s3 zacisniete, zerowa kreska noniusza
przedtuza zerowg kreske skali, a 10-ta kreska noniusza -— 9-ta kreske skali. Dzialki
noniusza sg o 0,1 mm krdtsze od dzialek skali milimetrowej. Stad po przesunigciu
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noniusza o 0,1 mm pierwsza kreska noniusza przediuza jedng z kresek skali (w tym
przypadku pierwszg), po przesunieciu o 0,2 mm druga kreska noniusza crzedluza
inng kreske skali (druga) itd. Ogélnie ilo§¢ dziesiatych czgdel milimetra jos FrideM e
numerowi dzialki noniusza przediuzajacej jedng z kresek skali milimetrowej. "L'ak wigc
zerowa kreska noniusza wskazuje ilogé calych milimetréw,; a kreska noniusza przediu-
zajgca jedng z kresek skali milimetrowej wskazuje ilo§¢ dziesigtnych milimetra (rys. 3.2a).
Zasada noniusza bywa w réinych przyrzadach stosowana do odczytywania z wigksza
dokladnoscig. Dokladno$é ta w ogdlnym przypadku wyraza si¢ ulamkiem;

warto$¢ najmniejszej podziatki skali gléwnej (3.1)

dokiadno$é¢ = e A -
ilod¢ dzialek noniusza

Na rys. 3.2b pokazano odczyt kata z dokladnoscia do 1 minuty katowej za pomocs skali,
w ktdrej stopiefi podzielony jest na cztery czesei (157), a noniusz posiada 15 dzialek.
Szczeki EF w suwmiarce sluzg do pomiaru érednic otworéw. Pret G polgczony jest
z suwakiem 1 stuzy do pomiaru glebokodci otwordw.
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3.2. Zasada noniusza.

Za pomocy mikromierza zwanego réwniez $rubg mikrometryczng (rys. 3.3) mierzyé
mozna z doktadnoscia do 0,01 mm. Mikromierz sklada sie z czedci nieruchomej C ze
skalg SI oraz wrzecionka mikrometrycznego IW ze skalg S2. Na gérnej czesci skali S7
s3 zaznaczone milimetry, kreskami ponizej linii poziome] zaznaczono kazde pdét mm.
Zazwyczaj jeden pelen obrét wrzeciona odpowiada przesunieciu szcz¢ki B o 0,5 mm,
a skala S2 posiada podziatke od 0 do 50. Odczytujac wskazania mikromierza musimy
zapisaé najpierw ilos$¢ pelnych milimetréw oraz zwrécié uwage na to, czy na skali jest
juz widoczna kreska odpowiadajaca 1/2 mm. Jezeli nie, to wskazanie na skali wrzecionka
jest réwne ilodci setnych czedci milimetra. Gdy kreska oznaczajaca 1/2 mm jest juz
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Wldoczna, do cyfry odczytanej z wrzecionka dodajemy 50. Mierzac przedmiot, wrze-
cwnRo mozemy tylko dokrecaé pokr@tlem D, ktére obraca si¢ poprzez sprzeglo Wyiqczajq-‘
“ce obrét éruby przy nadmiernym docxsku, a tym samym zabezpieczajgce gwint wrze-
cionka;

3.3. Mikromiérz.

Przed przystgpieniem do pomiaréw, nalezy sprawdzié wskazanie zerowe po do-
prowadzeniu do zetknigcia szczek 4 B. Gdy mikromierz nie wskazuje wtedy ,,zera”,
nalezy odczytaé wskazanie i zaleznie od znaku dodawaé lub odejmowaé od wskazan
uzyskanych w pomiarach. : : ’

Czujnik mikrometryczny (rys. 3.4) sluzy przede wszystkim do pomlaru zmian dhu-
godci. Zachodzgce wzdluz kierunku x przesunigcie suwaka S przenosi si¢ za pomocg- -
ukladu két zgbatych na dwie wskazéwki W1 i W2,z ktérych jedna W1 wykonuje pelen
obrét przy przesunieciu suwaka o 1 mm, a druga W2 przy przesunigciu o 10 mm.-
;Sprezyna dociska suwak w dolne skrajne polozenie (rys. 3.4). Obwdd tarczy czujnika
podzielony jest na 100 czedci 1 zmiany dlugo$ci mozna mierzyé z dokladnoscia do
0,01 mm. Skale S7 mozna obraca¢ zmieniajagc w ten sposob polozenie punktu zerowego.

3.4. Czujnik mikrometryczny.

Pomiar kata sprowadza si¢ réwniez do pomiaru dtugosci. Zgodnie z definicja, kat
Jest stosunkiem tuku kota do promienia i jego pomiar sprowadza si¢ do pomiaru tych
dwéch wielkosci. Dotad niemal wylacznie stosowana jest skala stopniowa, w ktérej
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pelen kat plaski podzielony jest na 360° (stopni katowych), kazdy stopiett na 60 minut
(60"), a minuta na 60 sckund stopniowych (60’'). Do bezpodredniego pomiaru kata
stuza kqtomierze, ktére w przypadku, gdy wymagana jest duza dokladno$é odczytu
kata mogg by¢ réwniez zaopatrzone w noniusz. -

Stosujac katomierze wzorcowane w stopniach katowych nalezy kazdorazowo prze-
liczyé kat na jednostki miary tukowej. W tym przypadku najpierw trzeba zamienié
minuty 1 sekundy katowe na dziesigtne 1 setne cze¢éci stopnia, a nastgpnie zamienié
jednostki wedlug wzoru

1 rad = 57,29578° = 57°17'44,8". (3.2)

3.2. KATETOMETR

Katetometr jest przyrzadem, ktéry pozwala doktadnie mierzyé odleglosci pionowe,
wzglednie przesuniecia pionowe w pewnej, nieraz znacznej odleglosci. Sklada si¢ on
(rys. 3.5) z osadzonego na tréjnogu 7' statywu K zaopatrzonego w pionows skal.

3.5. Katetometr.

Statyw moze obracaé sie¢ wokdt osi pionowej. Po statywie przesuwa si¢ suwak .S zao-
patrzony w nontusz. Do suwaka zamocowana jest lunetka L zaopatrzona w krzyz z nici
pajeczych. Nézki statywu zaopatrzone sg w sruby regulujace 1, 2, 3, ktdre pozwalaja
na regulacj¢ ustawienia w pionie. Lunetka posiada poziomnice¢ P, urzadzenie U poz-
walajace na obrét wokél osi prostopadlej do statywu. Ponadto zaopatrzona jest ona
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w urzgdzenie O do przesuwania okulary, a tym samym do regulacji ostrosci widzenia
mierzonego przedmiotu.

Przed przystgpieniem do pracy katetometr trzeba ustawi¢ dokladnie pionowo,
a lunetke poziomo. W tym celu lunetke ustawiamy w jednej plaszczyZnie z nézkg 3
i doprowadzamy pecherzyk w poziomnicy w $rodkowe polozenie za pomoca $ruby
3 oraz U staramy si¢ przy tym, by obrét kazdej ze $rub przesunal pecherzyk o polowe
drogi. Obracamy statyw o = (pét obrotu) i powtarzamy te same regulacje. Po kilkakrot-
nym powtdrzeniu tych czynnosci lunetka bedzie spoziomowana w plaszezyZnie wyzna-
czonej statywem i ndzkag 3. Nastepny etap polega na wypoziomowaniu katetometru
w plaszczyZnie prostopadlej do poprzedniej. W tym celu obracamy statyw o 1/4 obrotu

2

my pecherzyk do srodkowego polozenia wylacznie za pomocg srub 7 i 2. Celem uniknie-
cia rozregulowania poprzedniego ustawienia w plaszczyZnie (3, K), §ruby I i 2 musimy
obraca¢ zawsze réwnoczednie o taki sam kat, lecz w przeciwnych kierunkach (obydwie
do srodka jak zaznaczono na rysunku lub obydwie na zewngtrz), do chwili gdy peche-
rzyk poziomicy znajdzie si¢ w $rodkowym polozeniu, Po osiggni¢ciu tego stanu przy-
rzad jest wypoziomowany i przy obrocie statywu o dowolny kat pecherzyk pozostaje
w $rodkowym polozeniu. Jednak przy niewystarczajacej wprawie ¢wiczacego moze sie
okazaé, Ze ustawienie w dalszym ciggu jest nieprawidlowe. Wtedy lunetke ustawiamy
na powrGt w plaszezyZnie (3, K) i powtarzamy wszystkie czynnosci.

Niektére typy katetometréw posiadaja wbudowane poziomnice w statywie lub
zaopatrzone sg w pion. Ustawienie takich katetometréw jest prostsze. Ustawiamy wtedy
tréjndg, a nastepnie lunetke. Istniejg réwniez katetometry uproszczone, w ktérych
brak noniusza, a lunetke zastepuje sie celownikiem lub wskazdwks.

Pomiar polega na zgraniu przecigcia nici pajeczych z okreslonym punktem przed-
miotu mierzonego, odczytaniu polozenia lunetki na skali statywu. Gdy mierzymy dtu-
gosé, nastawiamy lunetke na drugi koniec mierzonego przedmiotu i odczytujemy po-
nownie. Mierzona wielko$¢ jest réwna réznicy obydwu wskazai.

(~). Poziomnica wykaze brak pionowego ustawienia. Nie ruszajgc $rub 31 U sprowadza-

3.3. POMIAR KATOW LUB ZMIAN DLUGOSCI METODA OPTYCZNA

Dokladnoéé¢ pomiaru kata zalezy od promienia kola, na ktérego obwodzie mierzymy
kat lub diugo$é tuku. Ramion tych nie moZna przedtuzaé nieograniczenie, poniewaz
zwigzana jest z tym zmiana masy urzadzenia, jego wymiary itp. Mozna jednak dlugos¢
ramion przedhzyé nieograniczenie za pomocg wigzki $wiatla, Urzadzenia stuZace
do tego celu pokazano na rysunku 3.6. Rysunek 3.6a przedstawia urzadzenie skladajace
si¢ z lunety L, skali S oraz zwierciadla Z, znajdujacego sie na osi urzadzenia, ktérego
kat obrotu mamy zamiar mierzyé. Uklad ustawiamy w ten sposdb, by ni¢ pajecza w lu-
necie pokrywala si¢ z punktem zerowym skali S. Po obrocie urzadzenia, a wraz z nim
zwierciadia o kat o, w lunecie widzimy dziatke skali odlegls o d od polozenia zerowego,
a kat AZL wynosi 20. Poniewaz kat BZI i kat pomiedzy polozeniem Z i Z' zwier-
ciadla posiadaja ramiona zgodnie prostopadle, a kat f = « zgodnie z prawem odbicia,
linia BZ’ jest prostopadla do powierzchni zwierciadla w polozeniu Z’. Za pomocg
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opisanego tu urzgdzenia mierzymy zazwyczaj katy male i mozemy przyjaé, ze d jest
réwne dlugosci fuku odpowiadajgcego katowi 2a. Wtedy 20 = % tub

d
U
Urzadzenie pokazane na rysunku 3.6a nie jest jednak praktyczne, poniewaz wymaga
ciggle] obserwacji skali przez lunete, co przy dluzszych obserwacjach jest meczgce.
Na rysunku 3.6b pokazano tzw. urzadzenie z plamka $wietlng, za pomocg ktdérego na
przezroczystej skali S widzimy wprost plamke dwietlng z nicig pajecza rzutowang za

o =

(3.3)

3.6. Urzadzenia do optycznego odczytywania katdw.

pomocg odpowiedniego ukladu optycznego skladajacego si¢ z soczewki L zwigzane]
na stale z zaréwky Z oraz zwierciadla Z, ktére w tym przypadku jest wkleste 1 jest
czescig ukladu optycznego. Uklad mozna réwniez skonstruowaé w taki sposéb, by nie
bylo konieczne zwierciadto wkleste. Dla urzadzenia z rys. 3.6b kgt wyraZza si¢ réwniez
wzorem (3.3).

3.7. Urzadzenia do optycznego pomiaru wydluZenia,

Uklad pokazany na rysunku 3.6 mozna zastosowaé réwniez do pomiaru zmian dlugosct,
co pokazano na rysunku 3.7. Do belki B, ktérej zmiany dlugo$ci Al mierzymy, jest
dociskane rami¢ R za pomocg sprezyny S. Mierzymy kat «, o ktéry obréci si¢ zwierciadlo
Z. W tym przypadku kat « = Al/a, zatem zgodnie z wzorem (3.3) otrzymamy

ad
Al = B (3.4)
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3.4. POMIARY MASY LUB CIEZARU

Do pomiaru masy lub ci¢zaru stuzg wagi. Czynnosci zwigzane z pomiarem nazywamy
wazeniem. Ze wzgledu na zasade dziatania wagi dzielimy na belkowe, sprezynowe i tor-
syjne.

a. Budowa 1 dzialanie wag belkowych. Waga belkowa jest przyrzadem stuzgcym do
porédwnywania cigzaru cial. Ze wzgledu na stalos¢ przyspieszenia ziemskiego moze
ona stuzy¢ réwniez do poréwnywania mas, bowiem z réwnosci ciezaréw dwéch c1al
m,g = m,g, wynika réwnos¢ ich mas m, = m,. :

Waga belkowa jest dZwignia dwustronna, w ktérej punkt podparcia znajduje sie
powyzej srodka cigzkodci (rys. 3.8). Najwazniejszymi cze$ciami wagi sa: belka B, szalki
S, wskazéwka W, skala P, urzgdzenie do unieruchomiania wagt czyli aretowania 4,
oraz pion wzglednie poziomica L. Belka i szalki wsparte s3 na ostrzach pryzmatéw
co ogranicza do minimum wplyw tarcia i pozwala na dokladne okreslenie dtugosci
ramion. Ostrza wszystkich pryzmatéw leza na jednej plaszczyznie.

3.8. Waga belkowa: B — belka, S — szalka.

Warto$¢ uzytkows wagi okreslajg dwa parametry: dokladnosé i czulo$é. Dokladnosé
wagi okreslamy jako warto$¢ najmniejsze] podzialki (odwaznika). Czufosciq C wagi
nazywamy stosunek wychylenia wskazéwki do obcigzenia, przez ktére wychylenie
to zostalo spowodowane

Ao

= . 3.5
¢ Am (3-5)
Czesto kgt « zastepuje sie wskazaniem 4 na skali
44
3.6
= dm (3:6)

Ze wzgledu na dokladnosé wagi dzielimy na laboratoryjne, ktérych dokladno$é
osigga co najwyzej 0,01 g oraz analityczne o dokladnosci wazenia 0,1 mg. Wagi anali-
tyczne wykonane s3 bardzo precyzyjnie i zamkniete s3 w oszklonej szafce. Pryzmaty
tych wag wykonane s3 z agatu.

Celem zbadania wplywu réznych czynnikéw na czulo$é wagi, zalézmy, Ze nie jest
ona dokladnie zréwnowazona i belka jest wychylona z polozenia réwnowagi o kat o
(rys. 3.9). Na belke dzialajz nastgpujace momenty sit wazonego ciata (7, m g cos ),
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odwaznikow (—7, (m+Adm) g cos a) oraz moment sily zwigzany z ciezarem belki
(S mpgsina). Przez S oznaczono odleglo$é srodka cigzkosci belki od punktu pod-
parcia, a przez mp mase belki. W przypadku réwnowagi trwalej suma tych wszystkich
momentéw musi si¢ réwnaé zeru

rymgeosa —7r, mgeosa —7, Amgcosa +Smpgsina = 0.
Gdy zalozymy, ze ramiona belki sg réwne (r, = 7, = 7), to po prostych przeksztal-

ceniach ostatni wzdr przyjmie postaé

t = -, —.
g SmB

Zakladajgc ponadto, ze wychylenia s3 za male (tgo ~ «) oraz uwzgledniajge definicje
czulosci (3.5) otrzymamy

C=—. (3.7)

~(m+4m)g

3.9. Sily dziatajace na niezréwnowazona wage.

Czulos$é svagl jest wigc proporcjonalna do dlugosci ramion, a odwrotnie proporcjo-
nalna do odleglo$ci miedzy punktem podparcia i $rodkiem ciezkosci oraz odwrotnie
"proporcjonalna do masy belki. Konstruktor dobiera optymalne wartosci wszystkich
tvch parametréw. Obecnie konstruowane wagli posiadaja stosunkowo krétkg, azurowg
belke, wykonang z lekkich, odpornych mechanicznie stopéw aluminium.

Jezeli w obcigzonej wadze belka ugina sie, wtedy nastepuje zmiana odlegloéei S punktu
podparcia od $rodka masy belki, a tym samym zmienia si¢ czulo$¢ wagi (por. wzér 3.7).
Stad dla kazdej wagi okresla si¢ maksymalne obcigzenie, przy ktérym belka sie nie
deformuje. Po przekroczeniu maksymalnego obcigzenia wyniki wazenia sg bledne,
a przy znacznym przecigZeniu moze nastgpié¢ uszkodzenie wagi*.

Odwazniki s3 wzorcem, z ktérym poréwnujemy mase wazonego ciala (rys. 3.10).
Komplety zawierajgce odwazniki od 0,1 g (do 200 lub 500 g) nazywamy odwasnikami
laboratoryjnymi. Komplety zawierajace odwazniki od 100 g do 1 mg nazywamy odwas-
ntkami analityczmymi. Odwazniki od 0,5 g do 1 mg wykonane sa w postaci blaszek,
a jeden odwaznik 10 mg zwany konikiem wykonany jest z drutu (rys. 3.10). Do nakla-
dania odwaznikéw shuzg specjalne szczypce — penseta.

* Chcac uzyskaé poprawny wynik wazZenia cial o malej gestodci, musimy uwzglednié poprawki na
w¥por powietrza omawiane w § 5.01.
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b. Wazenie za pomocg wagi laboratoryjnej. Ustawienie wagi sprawdzamy na po-
ziomnicy umieszczonej w podstawce wagi, lub za pomoca tzw. pionu czyli cigzarka
z ostrzem zawieszonego na nici w gérnej czesci podstawy belki. W poziomo ustawionej
wadze pecherzyk powietrza powinien znajdowaé si¢ wewnatrz kétka zaznaczonego na
szkietku poziomnicy. W przypadku pionu ostrze ciezarka musi znajdowaé si¢ dokladnie
naprzeciw ostrza umieszczonego w podstawie wagi. MozZemy poprawi¢ ustawienie wagi
przez pokrecanie dwéch przednich nézek, pokrecajge nimi réwnoczednie w przeciwnych
kierunkach.

7 mg 2 mg 5mg - 70 mg
70 mg 20 mg 50 mg
700 mg 200 mg 500 mg

3.10. Ksztalty odwaznikéw miligramowych.

W poziomowanej wadze sprawdzamy polozenie zerowe. W tym celu najpierw spraw-
dzamy czysto$¢ szalek, po czym zwalniamy belke 1 odczytujemy Srodek wahai. Jezeli
nie znajduje si¢ on w poblizu zera skali, przesuwamy w prawo lub w lewo srodek cigz-
kosci belki przez pokrecenie jednej z poziomo ustawionych $rub, znajdujacych sie na
konicach ramion lub w $rodkowej czesci belki.

Czynnosci zwigzane z wazeniem sg najprostsze w przypadku, gdy wymagana do-
kladno$¢ pomiaru nie przekracza masy najmniejszego odwaznika np. 0,1 g. W czasie
nakfadania ciala lub odwaznikdw, belka musi by¢ unieruchomiona. Pokretto stuzace do
unieruchomienia obracamy powoli i plynnie. Wazone cialo umieszczamy na lewej,
a odwazniki na prawej szalce. Odwazniki nakladamy metoda préb, ktérg wyjasniamy na
przykladzie. '

Przykltad. Gdy oceniamy, Ze ciato wazy ok. 20 g, nakladamy odwaznik 20 g. JeZeli ten okaze sie
za duzy, zastepujemy go cdwaznikiem 10 g. Jesli to nie wystarcza dodajemy 5 g. Postepujac w ten sposéb
dochodzimy do sytuacji, w ktérej dodanie odwaznika 1 g spowoduje przejscie wskazdwki przez zero,
czyli powstanie nadwagi. Wtedy odwaznika tego juz nie dodajemy, lécz zaczynamy w podobny sposéb
iiobigraé odwazniki o masie od 0,1 do 0,5 g. Jako wynik ostateczny przyjmujemy taki przypadek, w kt(’):
rym $rodek wahan znajduje sie stosunkowo najblizej poloZenia wyjéciowego zanotowanego przed pomia-
rem.

Nalezy podkredli¢, Zze w przypadku gdy dobieramy nie mase odwaznikéw, lecz ilo$é
substancji, a wiec np. wtedy, gdy musimy odwazyé 1g cukru, doktadno$¢ odczytu
wynosi réwniez przynajmniej 0,1 g, mimo Ze nie stosujemy odwaznikéw ulamkowych
od 0,1 do 0,5 g.

c. Interpelacja. Metode interpolacji stosujemy zawsze wtedy, gdy wymagana dokladnosé pomiaru
musi przekroczyé wage najmniejszego odwaznika. W omawianej metodzie kolejne miejsca znaczace okres-
lamy z wychylenia wskazéwki. ’

W tym przypadku rozpoczynamy od dokladnego wyznaczenia poloZenia zerowego. Po zwolnieniu
belki, kat wychylenia nie ustala si¢ natychmiast. Wystepuja wahania (rys. 3.11) o malejacej amplitudzie
(drgania tlumione), ktére pokazuje nam wskazéwka. Ze wzgledu na przypadkowe drgania stolu, ruchy
powietrza itp. amplituda tych drgan praktycznie nigdy nie spada do zera. Jako poloZenie réwnowagi
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